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10 Extremwertaufgaben, dreidimensional

3D: Notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines relativen Extremwertes:
Es seien B C IR* und f: B — R eine differenzierbare Funktion. Wenn der Graph von
z = f(z,y) in (x.,y.) ein relatives Extremum besitzt, so ist

fo(esye) =0 und  fy(ze,ye) =0 (1)

3D: Hinreichende Bedingung fiir das Auftreten eines relativen Extremwertes:
Es ist zunéchst die Determinante

o] b

zu berechnen. Dann ist fiir jedes mogliche Extremum (x.,y.) der Wert D(z.,vy.) zu
berechnen:

(2)

wenn D(x.,y.) > 0 und f,, < 0, dann besitzt die Flache z = f(x,y) im Punkt
(e, Ye) €in relatives Maximum

wenn D(z.,y.) > 0 und f,, > 0, dann besitzt die Fliche z = f(x,y) im Punkt
(Ze, Ye) €in relatives Minimum

wenn D(z.,y.) < 0, dann besitzt die Fliche z = f(z,y) im Punkt (z.,y.) ein
kein Extremum (es liegt ein Sattelpunkt vor)

- wenn D(x.,y.) = 0, dann ist keine Aussage iiber ein Extremum moglich

Aufgabe 10.1:

Bestimmen Sie das Volumen des grofften Quaders

mit achsenparallelen Kanten innerhalb des Ellip-
2 2 2

soids mit der Gleichung % + ‘Z—Z + z—z =1 (1)

Lésung der Aufgabe 10.1:

Wiéhle auf der Schale des Ellipsoids einen Punkt

P =(z,y,z).

Der durch diesen Punkt definierte Quader hat

dann das Volumen

Vo=8z-y-z.

Losungsweg 1: Entsprechend der Aufgabe 9.4
versuchen wir, die Funktion V' (z,y, z) durch eine
Funktion V(z,y) zu beschreiben, indem wir die

Ellipsoidgleichung nach z auflsen:
2 2
22=c. (1 — :c_2 — Z_Q) und damit
a

Vig,y) =8 -z -y-c-\|1—— — . (2) Aufgabe 10.1: Ellipsoid
a
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Fiir das Auftreten eines Extremums an einer Stelle (z., y.) lautet dann die notwendige Bedin-

gung: ‘/x(xea ye) =0 und V;/(xea ye) = 0.

Hier ist nach der Produktregel
2

2 2
Vmsoyeeqfl-D ¥ gy t :S.Q.C.[(l_g_
a b 2 72 y? a
a 1-5 -5
fiir ein mogliches Maximum in (., y.) muss y. # O sein, also muss gelten:
2?2 22 % z?
(1_¥_b_2>_?:0 oder b2_1_2 az
Entsprechend
22 g2 y 22
‘/y:gxc 1— — — 2 — 8xyc :81‘0 1— — — =
a? b b2 . _z2 _ ¥ a?
2

fiir ein mogliches Maximum in (., y.) muss z. 7 0 sein, also muss gelten
2 P v 22 2
(1—¥—b—2) b2 =0 oder gzl—2b—2

Wird nun (3) in (4) eingesetzt, so ergibt sich

22 72 22 22
—=1-2- (1—2~—;> —1+4—oder1—3 —;oder

a a

LTe =

Sl

Wird dann (5) in (3) eingesetzt, so ergibt sich
22

ye 1 1 b
—1-2-2¢=1-2.- =2 oder y, = —

2 a2 3 30T A

Werden (5) und (6) in (1) eingesetzt, so ist

Ll 2 ) nd damit = = <

-+ -+ — =1 und damit z = —.

3 3 ¢ V3

Lésungsweg 2 (Lagrange):
Die Nebenbedingung lautet
2 2 z2
2 + ——1=0

und die Lagrange—Funktlon
L(z,y,z,\) =82z -y-2

I.Q 2 22
+)\-< +y—+——1>

Die notwendige Bedingung dafiir, dass der
Punkt mit den Koordinaten (z,y,z) eine
Ecke des Quaders mit maximalem Volumen
ist, lautet

L,=8-y-2+2% 2=0
Ly=8-z-z+2.y=0
LZ:8-x~y+2c'—2’\‘z:O

X
g(fa?/, Z) = 5 +

2 2 2
L/\:%+Z—2+i—2—120 Quader

y2

02

)

Aufgabe 10.1: Ellipsoid mit maximalem

372
a
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Dann ist
22y o, a
O=z-L,—y-L,=2-\- poRm T undfolghchxzﬁy (7)
Entsprechend ist
g2 22 o, B,
O=y-L,—z2-L,=2-\- 22 undfolghchyz;-z (8)
Aus (7) ergibt sich mit Gleichung (8):
2
Wegen Ly = 0 folgt mit (9) und (8):
Lyi=5+5+5-1=0
und damit z = % (10)
: b a
Dann sind auch y = ﬁ und r = ﬁ (11)

Fiir den Punkt P = (z,y,2) =

8
3-v3

1
%(a, b, c) ergibt sich dann das maximale Volumen zu V' =

-a-b-c

Aufgabe 10.2:

Bestimmen Sie die relativen Extrema der folgenden Funktion und zeichnen Sie die Fliche
jeweils in einer Umgebung moglicher Extrema (also auch von Sattelpunkten).

flay) =2 +¢* = 9-w-y+27

Loésung 10.2:
Es ist
fo=32"-9-y und f,=3-9°—-9-z

Die notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines Extremums an einer Stelle (., y.) lautet

fz(xeaye) =0 und fy(xe’yc) =0 (3)

Hier folgt aus
3-22-9-9=0 und 3-y>2-9-2,=0

durch Division mit 3
22 —-3-y,=0 und y>?—-3-2,=0

und damit
I,

Ye = - - x> und x6:§~y€

e

Wl



Windelberg: Mathematik fiir Ingenieure, Kapitel 10 Stand: 16. Oktober 2010 10004

Einsetzen von y. aus der ersten Gleichung in die zweite Gleichung ergibt

1

und daher
Te1 =0 oder =z =3

Wegen y. = % - 22 gehoren dazu die y-Werte
Y1 =0 bzw. Yo =3
Damit lauten die Koordinaten der mogliche Extremwerte

P = (%hyel) = (07 0) und P, = (%2;%2) = (373)

Fiir diese beiden moglichen Extremwerte wird die hinreichende Bedingung fiir das Auftreten
eines Extremums gepriift: Dazu ist zunéchst die Hesse-Determinante zu berechnen.
Hier ist

fxa:<mvy) =6-7 und fxy($7y) = fyx(xay) =-9 und fyy(xvy) =6- Yy
nach also

6-x —9
Da,y) :=]

9 6.y ‘:36-x-y—81
und folglich gilt:

- In P, = (0,0) besitzt die Flache z = f(x,y) einen Sattelpunkt
wegen D(0,0) = —81 <0

- In P, = (3, 3) besitzt die Flache z = f(x,y) ein relatives Minimum
wegen D(3,3) =243 > 0 und f,,(3,3) =18 >0

Aufgabe 10.2:: Blockbild zu P, = (0,0)
—01<2z<0lund -0.1 <y <0.1
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Bilder zu Aufgabe 10.2:
In P, = (0,0) besitzt die Fliche z = f(z,y) = 2> + y> — 9- x - y + 27 einen Sattelpunkt

—

Aufgabe 10.2:: Blockbild zu P; = (0,0)
—1<zr<lund -1<y<1
(Flache: z = f(z,y) — 27)

Aufgabe 10.2:: Hohenlinien zu P; = (0,0)
z =26 und z = 28

In P, = (3,3) besitzt die Flache z = f(z,y) ein relatives Minimum

26 29 32 35
Aufgabe 10.2:: Blockbild zu P = (3,3) Aufgabe 10.2:: Hohenlinien zu Py = (3, 3)
2<zr<4und2<y<A4 z=1und z =2

(24 <uz,y,< 3.6)
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Aufgabe 10.3:

Bestimmen Sie die relativen Extrema der folgenden Funktion und zeichnen Sie die Fléiche
jeweils in einer Umgebung moglicher Extrema (also auch von Sattelpunkten).

cosh(x)
Lo6sung 10.3:
Es ist . )
) . -y
- . sinh d f,=——2 . cosh
f Ty sinh(z) und f, EDE cosh(z)

notwendige Bedingung;:

Fiir ein mogliches Extremum (z., y.) muss daher nach gelten
1 -y

(1+y2)

Y
1+y?

-sinh(z.) und 0= - cosh(z.)

also hier
(yo =0 oder ., =0) und (y.=lodery.=—1)

Damit lauten die Koordinaten der mogliche Extremwerte

P = (2e1,Ye1) = (0,1) und Po = (22, Ye2) = (0,—1)

hinreichende Bedingung:

Hier ist
y 2-y°—6-y
faalz,y) = 1 e -cosh(z) und  fy,(2,y) = NS cosh(z)
& Faley) = Fulry) = Y sinh(z)
un zy T,y - yx r,y)= (1 +y2)2 smn{x
und damit fiir den Punkt P, = (0, 1)
1 1 2 — —4 1
fe(0,1) = 3 cosh(0) = 5 und  f,,(0,1) = 5 cosh(0) = i)
1-1
und  f.,,(0,1) = f,.(0,1) = 5 -sinh(0) = 0
nach also
J2a(0,1)  fay(0,1) ‘ ‘ 3 0 1
D(0,1) := ) R __1_y
D= 00 w0 |10 4|77
d.h. im Punkt P; = (0, 1) besitzt die Fliche einen Sattelpunkt.
Fiir den Punkt P, = (0, —1)
—1 1 —24+6 4 1
fee(0,—=1) = 5 cosh(0) = ~5 und  f,,(0,—1) = 5 -cosh(0) = 83
1-1
und  f,(0,—1) = f,(0,—1) = 5 -sinh(0) = 0
nach also
fzx(Oa_l) fac (07_1) ‘ ' —1 0 1
D(0,—1) := v I e R R
OV = 0,0 Sy [T 0 1T

d.h. im Punkt P, = (0, —1) besitzt die Fliche einen Sattelpunkt.
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Aufgabe 10.3:
Flache z = f(z,y) =y - %y(zx):
In Py = (0,1) und P, = (0, —1) besitzt die Fliche z = f(z,y) jeweils einen Sattelpunkt

02 06

2

Hohenlinien zu Aufgabe 10.3

cosh(z)

Aufgabe 10.3: Blockbild zu z =y - T2 o — 40.6 und 2 — +0.4
—l<z<lund-2=<y<?2 (-1<zx<1lund -2<y<2)
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Aufgabe 10.4:

Bestimmen Sie die relativen Extrema der folgenden Funktion und zeichnen Sie die Fléiche
jeweils in einer Umgebung moglicher Extrema (also auch von Sattelpunkten).

flay) =4y =6-2-y"+3-2°-y* =62y
Zeichnen Sie fiir diese Flache
a) die Hohenlinie H = —7 in der Umgebung des Punktes P, = (2,1) und

b) die Hohenlinien H = —1 und H = —1.5
in der Umgebung des Punktes P; = (—1,—0.5).

Loésung 10.4:
Es ist

fo=—6-y"+6-2-y°—6-y und f,=12-9*—-12-2-y+6-2°-y—6-x

Die notwendige Bedingung fiir das Auftreten eines Extremums an einer Stelle (x.,y.) lautet

nach
fo(®e,ye) =0 und  fy(xe,y.) =0
Hier folgt aus
62 +6- -2y —6-yo=0 und 12-y*—12 -2, -y +6-22 -y, —6-2,=0
durch Division mit 6
—Ye T Ye—Ye=0 und 2-y2 =22y +al -y — 7, =0 (4)
und damit aus der ersten Gleichung von (4)
Ye (Yo — Te ye +1) =0
also

1
Te — 1

Yer =0 oder yo—2x. Ye+1=0<% gy =

Werden diese Werte von y, jeweils in die zweite Gleichung von eingesetzt, so ergeben sich:

- Ye1 = 0: Dann muss gelten x.; = 0.

2
- Ye2 = ﬁ: Dann muss gelten: 2 - <x€1_1> -2z, - <ﬁ> + 2% <ﬁ> — 2., = 0 und
— 1)2 -

222 (e —1)+a2 (2o —1) —z¢- (2. —1)*=0

damit - nach Multiplikation von (z.

oder
2+a:e—a:§:O & Te=2 und x.3=-1

Damit lauten die Koordinaten der mogliche Extremwerte
Pl = (felayel) = (070)
und

1 1 1
) = (2, 1) und P3 = (.Z’eg,yeg) = (—1, x— —1, —=

P, = 2, Ye2) = (2,
> = (Tez, Ye2) (x62_1
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Fiir jeden dieser drei moglichen Extremwerte wird die hinreichende Bedingung fiir das Auf-
treten eines Extremums gepriift:
Hier ist

fer(z,y) =6-y°  wnd  f(z,y)=24-y—12-2+6- 27
und f:r:y(xay) = fyx(xay):_12y+12$y—6

nach also
- moglicher Extremwert P, = (0,0):

Es ist
f22(0,0) =0 und £, (0,0) = £,.(0,0) = =6 und f,,(0,0) =0
und damit
D(0,0) = 0 =61_ 36<0
’ —6 0

folglich liegt im Punkt P; ein Sattelpunkt vor (f(0,0) = 0).

- moglicher Extremwert P, = (2,1):

Es ist
fez(2,1) =6 und fxy(Q, 1) = fyz(2, 1)=6 und fyy(2, 1)=24
und damit
D(2,1) = ‘ g 264 ’ =108 >0 und f.,(2,1)>0

folglich liegt im Punkt P, ein relatives Minimum vor (f(2,1) = —8).

- méglicher Extremwert Py = (-1, —3):

Es ist
1 3 1 1 1
fm(_la_é)zé und fry(_la_§>:fym(_1v_§):6 und fyy<_1a_§):6
und damit
D(—-1 1 = % 6 =-27<0

folglich liegt im Punkt P ein Sattelpunkt vor (f(—1,—3) =12)..
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Bilder zu Aufgabe 10.4: f(z,y) =4 -y* -6 -z -y*+3-22-y* —6-2-y

Aufgabe 10.4: Blockbild
—2<z<3und —2<y<2

1.3
12_///’:;ﬁ;::rhhh~““uxw\u
111 ¢
l .
y 1 \\«;ib
0.9
0.5 .
07

Aufgabe 10.4: Hohenlinien
um das Minimum bei (2, 1) mit
f(2,1) = -8
H=-79 H=-75H=-7

Sattelpunkt (0,0) mit f(0,0) = 0.

Sattelpunkt (—1,—0.5) mit f(—1,—0.5) =

19

y -D.B: ‘}{

Aufgabe 10.4: Blockbild mit = — y-Ebene
—2<zr<3und 2<y<?2

02 "“m__—‘_\--“\

04y =——

ol T
|/ "

il:ii_l |

Aufgabe 10.4: Hohenlinien
in der Umgebung des Punktes

Py = (—1,-0.5):
H =-15, H=—1.25 (diinn),
H = —1 (dick)

1

10010
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Aufgabe 10.5:

Bestimmen Sie die relativen Extrema der folgenden Funktionen und zeichnen Sie die Fléiche
jeweils in einer Umgebung moglicher Extrema (also auch von Sattelpunkten).

fla,y) = (% =) - e

Losung 10.5:

Es ist
2 2
fo=2-2-2-22+2-2-y%) ) und f,=-2-y- )

notwendige Bedingung:
Fiir ein mogliches Extremum (z., y.) muss daher nach gelten

0:(2-x6—2-$g+2-xe-yg)-e(_”z) und 0:—2-ye-e(_wz)

also hier
(ze=0 oder 1 —22+y>=0) und (y.=0)

Damit lauten die Koordinaten der mégliche Extremwerte

P = (l’ehyel) = (070) und P, = (%27932) = (170) und Pz = ($e3ay63) = (—170)

hinreichende Bedingung:
Hier ist

f:m:(2—1O-x2+2-y2+4-x4—4-$2-y2)-e(712) und fyy:—Q-e(’“Q)
und fxy == fy:r: = 4 O y . 6(_172)

und damit fiir den Punkt P; = (0,0)

f22(0,0) = 2 und f,,(0,0)=—-2 und f,,(0,0) = f,»(0,0) =0

nach also

D(0,0) := Y - — 4 <0
d.h. im Punkt P; = (0,0) besitzt die Fliche einen Sattelpunkt.
Fiir die Punkte P, = (1,0) und P; = (—1,0)
fex(£1,0) = —4-e7' und  f,,(£1,0)=—-2-e " und f,,(£1,0) = f,.(£1,0) =0
nach also
. fx:c(j:LO) f:):y(j:lao) o —4‘6_1 0 . _9
D(:i:l; O) Cha fy.’b(il’ O) fyy(:l:17 0) o O _2 . 6_1 - 8 € > 0

Wegen f,.(£1,0) < 0 gilt daher: in den Punkten P, = (1,0) und P3 = (—1,0) besitzt die
Fliche ein relatives Maximum. (Es ist f(1,0) = f(—1,0) = e !).
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Bilder zu Aufgabe 10.5: f(x,y) = (22 — y?) - e~ )

Aufgabe 10.5: Blockbild Aufgabe 10.5: Blockbild mit x — y-Ebene
—2<zx<2und -1<y<1 —2<zx<2und -1<y<1

SKIZZE zur Erzeugung der Bilder zu Aufgabe 10.5

Flaeche z=(x"2-y"2)*exp(-x"2):

x(u,v) = u

y(u,v) = v

z(u,v) = (u"2-v"2)*exp(-u~2)
-2 <u<2 -1<v<1
u_anz = 5 umult = 6

v_anz = 3 vmult 6
T[™ Farbnr. der Linien u=const.: O ,
der Linien v=const.: 1
Farbnr. der einen Fl\"achenseite: 32 ,
der anderen: 16

Fl1 h =0:
Aufgabe 10.5: Blockbild aeche z=0
—2<z<2und -1<y<1
. P  aa _ x(u,v) =u y(a,v) = v z(u,v) =0
mit Ebenen in Hohen z = £0.3 und 2 =0 o <u <9 <y <1
u_anz = 5 umult =1

1

v_anz = 3 vmult
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