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Integralrechnung, Schwerpunkt

a)

b)

Schwerpunkt

Es sei p die Dichte innerhalb der zu untersuchenden Ebene bzw. des zu untersuchenden
Raumes. Fiir den geometrischen Schwerpunkt wird ¢ = 1 gesetzt.

einer Fliche in der Ebene

Mit S = (zs,ys) wollen wir dann den Schwerpunkt der zwischen einer Kurve
y = f(x) >0 fiir a < bund x € [a,b], der z-Achse und den Geraden = = a und
x = b gelegenen Fliache bezeichnen. so gilt

:f;Q-$-f(x)-d£L’ nd _ fabQ-f2(:L’)-dx
ffg-f(m)~dx ) 2'[59'f($)~d$

Entsprechend kann auch bei beliebigen Flachen A der Schwerpunkt bestimmt
werden:
g daew e dE o 2 aey e dE
Jy0-dF J o0-dF
(Dabei ist [, 1- dF der Flicheninhalt von A).

eines (3-dimensionalen) Koérpers im Raum:
Fiir einen beliebigen Korper K im Raum gilt fiir den Schwerpunkt S = (x4, ys, 25):

 Jx (o) - dV Jx o) - av  Jx(zr0) - av
Ty = und  ys = und 2z, =
S0 dV S0 - dV Jo - dV
(Dabei ist [, 1 - dV das Volumen des Kérpers K).

S

(Der Schwerpunkt ist der Massenmittelpunkt.)

Koordinatensysteme (siehe F+H F2)

. kartesische Koordinaten

(x,y) in der Ebene und (z,y, z) im Raum. - dF' = dz - dy und dV =dz - dy - dz

Polarkoordinaten (in der Ebene)
r Abstand vom Nullpunkt, und ¢ Winkel gegeniiber der positiven z-Achse (in
der Ebene). - Umrechnung: siche F+H Seite 118. - dF =7 - dr - dy

Zylinderkoordinaten (im Raum)
r Abstand vom Nullpunkt, ¢ Winkel gegeniiber der positiven z-Achse in einer
Ebene parallel zur x, y-Ebene, und z Hohe. - dV =r -dr - dy - dz

Kugelkoordinaten (im 3-D-Raum)

Es sei P = (x,y, z) ein Punkt auf oder in einer Kugel mit dem Radius R.

Mit dem Scheitel (0,0, 0) (dem Mittelpunkt der Kugel) wird der Winkel zwischen
dem ,Nordpol“ der Kugel und dem Punkt P durch ¥ bezeichnet (damit hat der
Nordpol den Winkel 9 = 0° und der Aquator den Winkel ¢ = 90° - im Gegensatz
zu den Geodéiten!)

P hat den Abstand r vom Mittelpunkt der Kugel; es ist » < R.

@ ist der Winkel gegeniiber der positiven z-Achse in einer Ebene parallel zur
x,y-Ebene. - x = r - sin(19) - cos(¢) und y = r - sin(¢) - sin() und z = r - cos(?)
dV =r%-sin(9) - dr - dd - dp.
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Aufgabe 12.1:
Berechnen Sie das Volumen V' und den Schwerpunkt S eines Quaders mit den Seitenlédngen
r=3,y=2und z = 1.

Lésung Aufgabe 12.1

Diese Aufgabe wird mit drei verschiedenen Ansétzen gelost:

(Zunéchst Bestimmung des Flacheninhaltes bei Schnitt mit einer Ebene x = x):

=3 y=2 =3 =3
/ / ~dy - da:—/ []gio-dx:/ 2 -dr=1[2-2"20=6
=0 =0

(Zunichst Bestimmung des Flacheninhaltes bei Schnitt mit einer Ebene y = y):

y=2 =3 y=2 y=2
/ / dy—/ [x]izgdy:/ 3-dy=13- y]y2—6
y=0 y=0

(Zunéchst Bestlmmung des Fliacheninhaltes bei Schnitt mit einer Ebene z = z):

=1 2=1 z=1
/ / 2'dm.d2’:/ [2-96]50'6&:/ 6 -dz=1[6-2]2yp =6
= 2z=0 z=0

Fiir die Bestimmung des geometrischen Schwerpunktes wird nur noch eine Darstellung gerech-
net:

Da p unabhéngig von (z,y, z) ist, kann ¢ = 1 gesetzt werden.

Um den Algorithmus zu testen, wird zunéchst der Nenner || 5 1 - dV Dberechnet:

=3 r=3
/1-dV :/ / / ~dy - dx—/ / 1-dy~dx
K
=3 y=2 =3
:/ / < dy - da:—/ [y]y:(] dx:/ 2 -dr=26
=0

Da dieses Rechenverfahren das richtige Ergebnis liefert, versuchen wir es mit den Zéahlern:
Bestimmung des Zéahlers von xy:

r=3 y=2 =3 y=2
/x~dV:/ / / - dy - dx—/ / [z - 2] ~dy~d:c
K
=3 r=3 =3
= / / ~dy - dx—/ [z - y]yo d:v—/ (x-2) - dx
=0 =0
1 9
= 92.Z2.22 :2. Z_ —

9
Also ergibt sich x, = 6= 1.5 - auch dieses Ergebnis ist glaubhaft.

Bestimmung des Zéhlers von y:

/Ky.dV:/xs/ / dy - dx—/m/ - dy - da
_ /m/ v dy- dx_/ By]d:/ (g).dx

= "r]z:(]: 3=06

6
Also ergibt sich y, = 6= 1.0 - auch dieses Ergebnis ist glaubhaft.
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Bestimmung des Zahlers von z:

=3 =3 =1
/z-dV:/ / / - dy - dx—/ / [ 21 ~dy - dx
K =0
=3 =2 =3 =3
:/ / 1 a::/ Fcoty] d;t::/ 1 - dz
2 =0 2 y=0 =0

x:O

3
Also ergibt sich z, = 6= 0.5
- auch dieses Ergebnis ist glaubhaft. Yy
1
Damit ist S = 3 (3,2,1).

Aufgabe 12.2:
Berechnen Sie in Abhéngigkeit von a (0 < a <1) (a,b)

die Koordinaten des geometrischen Schwerpunktes

des nebenstehend schraffierten Kreisabschnittes A.

> X
-1 -a a 1

Aufgabe 12.2: A = schraffierte Fliache

Lésung Aufgabe 12.2

Gesucht ist der geometrische Schwerpunkt S = (zs,ys) des schraffierten Kreisabschnittes A
in Abhéngigkeit von a (0 < a < 1).

Esist b = v1 — a?.

S y - dA
fy1-dA°

Aus Symmetriegriinden ist z, = 0 ; nach Definition ist y, =

Fiir den Flicheninhalt [ 4 1+ dA ergibt sich:

y=v1—a? Y
a)/l dA = / / 1~dy~dx:/(\/1—x2—\/1—a2)~d1‘
=—a Jy=v1-a?

—a

Nach F+H, Integral Nr. 105, ist [ v1—2? - dz = §- (z-v1—2? + arcsin(z))
Damit ergibt sich

r=a

/A1. dA = B(I\/@+ arcsin(x))] —V1—a? [z]"=",

r=—a

=a-V1—a®+ arcsin(a) —2-a-vV1—a?)
= arcsin(a) — a -1 —a?
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y=1 xz\/ﬁ y=1 o
b>/1'dA=/ / -d:c-dy:/ W VI
A y=v1-a2 Jr=—y/1—92 y=vi—a? r=—1/1—y

y=1
[ )
y=v1-a?

Nach F+H, Integral Nr. 105, ist [ /1 —y? - dy = % . (y 11—y + arcsin(y)).
Damit ergibt sich

1
/ 1-dA =2 [— . (y~ 1—y? + arcsin(y))] = [y~ 1—y? + arcsin(y)]
A 2 y=vi—a?

=+1—-1 + arcsin(1) —vV1—a?- /1 — (1 — a?) — arcsin(v/1 — a?)
=7 —-V1-a®> a — arcsin(v1—a?) = (3 — arcsin(v1 —a?)) —a- V1 —a?

y=1

y=v1—a?

a V1—x2 a
Fiir den Zéhler von y erhélt man /y - dA :/ / y - dy- dr = /[% . yﬂ 1:22 s dx =
A —a.\/1—q2 —a
o f(@®—a%) - de =% [a*z—1-2%]" =2.4°

3 (arcsin(a) — a-v1—a?)

[Fiir den Fall a = 1 ergibt sich fiir den Schwerpunkt der oberen Hélfte der Einheitskreisflache:
S=(0; 55) ~(0;0,42) ]
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Aufgabe 12.3:
Berechnen Sie das Volumen V und den geometrischen Schwerpunkt S eines Zylinders mit dem
Radius 2 und der Héhe 3.

Losung Aufgabe 12.3

Das Volumen V ist (nach Schulwissen) gleich Grundfliche - Hohe, also V =7 -2%.3 =12 -7,
und der geometrische Schwerpunkt liegt auf der Hauptachse des Zylinders in der halben Hohe.

Diese Aufgabe wird mit Zylinderkoordinaten gelost:

a)
r=2 p=2-7 r=2 =27
V:/ / 3~dA:/ / 3 -r -dp -dr
r=0 =0 r=0 =0

r=2 r=2
= / [STQO]g_(Q)WdT:/ (3T27T)d7’

=0

(Dieser Wert entspricht tatséchlich dem Volumen, V =7 -r?-h =12 7.)

V = / / 3 -dA= / / - dy
©=0 =0 = r=0
©=2- 1 r=2 p=2-1
2
= / [ —r ] - dp=26- / cdp=12-7
=0 2l p=0

Da p unabhéngig von (z,y, z) ist, kann ¢ = 1 gesetzt werden.
Um den Algorithmus zu testen, wird zunéchst der Nenner [ 5 1 - dV berechnet (bei Zylinder-
koordianten gilt dV =171 - dr - dp):

r=2 p=2-m z=3 ) ) r=2 p=2-T z=3
/ 1L-adv = / / / qy e / / / ro-dz - de - dr
K z=0 =0
r=2 p=2-7 r=2 p=2-7
= / / ~dp - dr=3- / / ~dy - dr
- - r=2
p=2-1 2
= 3- Tl -dr:6-7r/ r - dr =6 'W'[—'T:|
/1"—0 [ ](’0 0 r=0 2 r=0

1
= :6-7r-§-4:12-7r

b)

Da dieses Rechenverfahren das richtige Ergebnis liefert, versuchen wir es mit den Zahlern:
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Bestimmung des Zahlers von x5 = r - cos(yp) :

r=2 p=2-m z=3
Jorw = L L L
K r=0 =0 z=0
r=2 p=2-1 z=3
:/ / / (r-cos(p))-r - dz - dp - dr

Zylinderkoordinaten

r=2 =27
= / / (7’2 . cos(go)) . [z]zzg ~dy - dr
r=0 =0
r=2 =27
= 3-/ / (r* - cos(p)) - dp - dr
r=0 =0

- 3. /;0 r?. [Sin(gp)]z 2T dr =3 - /T r? - (sin(2 - 7) — sin(0)) - dr =0

=0

Also ergibt sich x; = 0 - auch dieses Ergebnis ist glaubhaft.

Bestimmung des Zahlers von ys = r - sin(yp) :

r=2 p=2-1 z=3
Jovv =]
K r=0 Jp=0 2=0
= / / / rsm(gp) v dz - dp - dr

Zylinderkoordinaten

=2
= / -sin(p)) - [z]zzg ~dy - dr
r= 2%7
= 3- (7" -cos(p)) - de - dr
r=0 ©=0
r=2 r=2
= 3 / r . [— cos(cp)]ij’7r ~dr=3- / r? - (—cos(2 - m) + cos(0)) - dr =0
r=0 r=0

Also ergibt sich ys = 0 - auch dieses Ergebnis ist glaubhaft.

Bestimmung des Zéahlers von z:

r=2 p=2-m z=3
/ z - dV = / / / z -dV
K r=0 p=0 z=0
r=2 p=2-m z=3
:/ / / z-r -dz - dp - dr
r=0 =0 z=0 A N~ d

Zylinderkoordinaten

r=2 p=2-m 1 z=3 9
2
= re|l—-z . ng - dr = — -
/7“:0 /:O |:2 :|ZO 2

9 [r=2 ) 1 ?
=2 2
= 3 . r [‘P]i:o dr=9-7 {§~7’L:0:18 T
o 187 . L

Also ergibt sich z; = 2 1.5 - auch dieses Ergebnis ist glaubhaft.

T

o 1

Damit ist | S = 3 (0,0,3).
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Aufgabe 12.4 Stehaufminnchen):
Ein Stehaufmannchen ist z

- aus einer holzernen Kegelpitze Ho (rot) mit
einer gesuchten Dichte og,

- aus einem eisernen Kegel Eil (violett) mit

der Dichte gp; = 7 Ls

cm

- aus einem eisernen Kugelsektor Ei2 (blau)
mit der Dichte op; =7 i3

cm

zusammengesetzt (mit einem glatten Ubergang
zwischen Kegel und Kugelabschnitt).

Die Gesamthohe betragt das Dreifache des Kugel-
radius Rg;.

Welche Dichte op, darf das Holz hochstens haben,
damit das Mannchen wirklich aufsteht?

Bemerkung zur Physik: Wenn Bild 12.4.1: Stehaufmannchen

- 2p, die z-Komponente des Schwerpunktes der Masse my, der Kegelspitze ist und
- zg;1 die z-Komponente des Schwerpunktes der Masse mg;; des Kegels ist und

- zgiz die z-Komponente des Schwerpunktes der Masse mpg;s des Kugelsektors ist,
dann ist die z-Komponente z,, der drei Massen mpy, + mgii + mgi2 gegeben durch

_ ZHo *MHo T ZEi1 * MEi1 + ZEi2 " ME:2 (1)

Mo + MEi1 + MEi2
Das Stehaufménnchen steht ,,wirklich® auf, wenn z,es < 2gse, also hier zgs < 0 ist.

Zges

Loésung von Aufgabe 12.4:
Kegelspitze Ho (rot):

Aus der Schule ist bekannt. Das Volumen Vy, eines Kegels ist gleich % des Volumens des
entsprechenden Zylinders.

1
Hier ist der Radius Ry, des Kegels gegeben durch Ry, = 5 V3-R

und die Hohe Hy, durch Hyg, = ; - R.

Also ware das entsprechende
Zylindervolumen = V; = Grundfliche - Hohe = 7 - (RHO)2 Hy, =7 - (% 3 R)2 . % ‘R
9

oder VZ:7r~g-R3.

Damit betrigt nach dem Schulwissen das

. R3

olw

Kegelvolumen = Vi, =5 -Vz =5 -7-3-R*=7-

Nun soll der Schwerpunkt S = (zg, ys, z5) dieses Kegels bestimmt werden.
Aus Symmetriegriinden ist ersichtlich: xg = ys = 0, d.h. es ist nur zg auszurechnen.

Nach Definition ist
i o2+ dHo
 Ju, om0+ dHo
Da hier og, eine Konstante ist, gilt hier
o #-dHo

f o 1-dHo

ZHo

ZHo
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Um unser Rechenverfahren zu testen, berechnen wir zunéchst den Nenner - denn hier kennen
wir das Ergebnis.

Zur Geometrie:
Wir wollen Zylinderkoordinaten verwenden, d.h. wir wollen die Geometrie durch

1. eine Achse in radialer Richtung r
2. eine Achse in Umfangsrichtung ¢
3. eine Achse in Richtung der Hohe z

beschreiben. (Die ersten beiden Achsen haben wir bereits als Polarkoordinaten kennengelernt. )
In Umfangsrichtung ist 0 < p <2 7.

In radialer Richtung ist 0 < r < % V3 R.

Die Hohe z ist von r abhingig:

3
- wenn r = 0 ist, soll z = 5 R sein,
1
- Wennrzé-\/g-Rist, soll z = 0 sein,
1
- zwischen r =0 und r = 3 V3 R ist die Abhiingigkeit von z linear.

Also ist

_V3er

Damit kann der Nenner Ny, von (2 als Dreifachintegral berechnet werden:

p=2-m r:%-\/g-R z:%-Rf\/g-r
Ny, = / l-dHO—/ / / 1 - r-dz-dr-dp
Ho p=0 r=0 z=0 . —

Dichte Zylinderkoordinaten
1
=3 R
r=1.v3 Z:%,R_\/g.r d d
= [Z]zzo ar-ap
=0 =

p=2- rflfR 3
= /_O /_ .5.3_\/§.r2.dr.d¢

p=2-m 3 1 T:%'\/g'R

/ {_.H.R__.\/g.ri%} - de

=0 3 r=0

=T /3 3 31 p=2m 9 3

e & 3. R - do = R ===

/M (4 12 ) v [Ozo <16 8) 4

= 2 =—.7-R

(Dieses ist genau das Volumen der Kegelspitze - dieses Ergebnis hatten wir auch erwartet.)
Wenn nun die Kegelspitze die Dichte op, besitzt, so ist seine

3 .
Masse Mmpyo = 0o - VHo = OHo g T R? M (3)



Windelberg: Mathematik fiir Ingenieure, Kapitel 12 Stand: 18. Dezember 2012 12009

Nun kann der Zahler Zg, von zp, (siche Gleichung ) nach dem gleichen Verfahren wie der
Nenner berechnet werden:

p=2-7 T=%-\/§-R Z:%-Rf\/g-r
Lo = / z~dH0:/ / / z - r-dz-dr-dp
Ho 50:0 r=0 P A N———

Dichte Zylinderkoordinaten

=0
7"7l f 3R 1 Z:%'Rf\/g-r
:/ / {—-22} 1-dr-dy
=0 r= 2 z=0
p=2-T r—lf 1 2
- (§~R—\/§-r2) cdr - dy
2 2
9
(é R? 7“—— V3-R-1?+3- r>~dr-dcp

L
ol

p=2-7 9 1 3 T‘:%fR
= O RZ 223 R4 24 .d
/p [16 P VB Rt v
1

4 2
=2 27 9 27
e 4' YRS Toq .d(p
=0 64 16 128
9 9
T 128 64
Zuye 2-m-RY 9.8 3
D h i t o — o — 64 = R: _R
aher 1st zgy Nita %-’/T'RB 64 -3 8

Damit gilt:

3
Der Schwerpunkt der Kegelspitze Ho mit der Hohe Hy, = 3" R und dem Radius
Ry, = % -v/3 - R hat die Koordinaten (THo, YHo, ZHo) = (O, O,g . R)

Da die Kegelspitze nicht in der Héhe z = 0, sondern in der Héhe z = % - R beginnt, ist
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Kegel Ei1 (violett) mit der Dichte pg; =7 %
cm

Hier ist die untere Begrenzung der Kegelfliche gegeben durch die Gerade

1
Zzg.\/g./r

Da auch pg; eine Konstante ist, gilt hier

szl z-dFEil ) szz z - dFEi2
2R =l sowie 2 s
B edBil o PR T dEiR2

Zunéchst wird das Volumen Vpg;; und die Masse mp;, als Dreifachintegral berechnet:

7“7l fR 27— ‘R
Npin = opi - dEil = / / / opi - r-dz-dr-dp
il LB N S~
Dichte Zylinderkoordinaten
7"—l \fR LR
T gl
p=2-1 r—l \fR 1 1
— / / re=-R—712-= V3] -dr-dp
-0 2 3
=2 1 1 r=3v3R
= L R—Z.r3.4/3 -d
/ |: 4 9 ' :|7‘0 v
P 3 1 3 3
= = - RP—=.2. 2. R - d
/:0 er (16 94 2 v
_ /‘PQ‘W RS 1 do = RS 1 [ ](p=2-7r
— » OF; 16 Y = OFi 16 2 =0
— 1 R3
= 0OFEi ] ™

3

Das Volumen des Kegels betrigt also | Volumen Vg;; = 3 7-Ricm

Die Masse des Kegels betrégt also

7 .
Masse mpgiyi =7 Vg = g T R 9] (6)
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Nun kann der Zahler von zg; (siche Gleichung ) nach dem gleichen Verfahren wie der

Nenner berechnet werden:

p=2-7 r:%-\/g-R z=%-R
Zpin = / Opi - 2 dEIl = / / /
Eql =0 r=0 z=1/3r

3

p=2-7 r:%-\/g-R
= / / OE; * T
=0 r=0

p=2-7 r:%-\/gR
OEi " T
r=0

N~ DN~

=0

p=2-7 r:%-\/gR 1

=0 r=0

Nun ist daher

Damit gilt:

Opi- 2+ r-dz-dr-dyp
———

Zylinderkoordinaten

1
Der Schwerpunkt des Kegels Eil mit der Hohe Hy, = 3 R

und dem Radius Ry, = % V3R
hat die Koordinaten (zgi1, ypi1, 2pin) = (07 0,

ol

-R)
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Kugelsektor Ei2 (blau) mit der Dichte pp; =7 ig:
cm

Zur Geometrie:
Wir wollen Kugelkoordinaten verwenden, d.h. wir wollen die Geometrie durch

1. einen Winkel ¥ vom Nordpol bis zum Siidpol
2. einen Winkel ¢ in Umfangsrichtung
3. einen Abstand r vom Kugelmittelpunkt

beschreiben.

In Umfangsrichtung ist 0 < p <2 7.

Vom Nordpol zum Stidpol ist § <9 < 7.

Fiir den Abstand vom Kugelmittelpunkt gilt 0 <r < R

Damit kann der Nenner Ng;o von als Dreifachintegral berechnet werden:

J=r
Ngin = / opi - AFi2 = / / / 2. sin(9) - dr - dd - dyp
Ei2 ~~ /

chhte Kugelkoordinaten

=27 v=m =
_ / / / o -7 - sin(9) - dr - di - di
=0 Y= r=0

= 0OEi

1
3
Y s 1, [ 1
= om - R (—COS(ﬂ')—l—COS(—))'dQOZQEi-—-R-/ I+ -dy
E 3 — 3 3 =0 2
1

= ogi-=-—- R?. MWZO = ogi -7 R®

w

Masse mpgi = QEZ"W'R?’ =7-7-R® [9} (8)
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Nun kann der Zéhler Zg;» von zg;» nach dem gleichen Verfahren wie der Nenner berechnet

werden, wobei zu beriicksichtigen ist, dass bei Kugelkoordinaten z = r - cos(?J) ist:

p=2-7 J=r r=R
Zpin = / z-dEi2 = / / / 2sin(0) - dr - dd - do
FEi2 =% — -~ v/

chhte Kugelkoordinaten

V=7
/ / 7" cos(¥9) -r? - sin(¥) - dr - dv - dip
9=

z=r-cos( 19)

p=2-T v=m 1 r=R
/ {Z - cos(1)) - sin(ﬁ)] -dv - dp
9

r=0

= OEki-

= 0OFi-

1 p=2-7 Y=m
= omi---R" / / cos(¥) - sin() - dv} - dep
4 p=0 9=z

I=m

= OEki-

| —
ny)
S

A

:U:

3

| —
<
=
S
&
QL
AN

_ R4 /90=2 § d o ) i R4 [ ]<P:2'7T = . R4
= OFEi oo 47 Y = —0OFi 32 (2 =0 —0E;i
Daher ist
Zri R* 3
Zhi = Ei2 _ OFEi " 14 7T3 —_— "R (9)
NEgiz opi TR 16

Nach ist nun

ZHo * Mpo + ZEi1 - MEin + ZEi2 - ME2
mHo + Mg + MEg2

Zges

- R-opo-2-7m-RP+3-R-I.n-R—2.R-7-7m-R®
- QHO%-W-R3+§-7T-R3+7-7T-R3
S SRS R I Sk T LYY Tk
oo 5+ g+ T omo 5+ %
_ g Ll 2lome+21-84 1 210, — 63
8 OHo * 3+ 63 8 0mo-3+63

Also gilt:

Zges <0, falls  21-p0p,<63 oder op, <3

Diese Bedingung ist fiir alle bekannten Holzarten erfiillt.
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Erginzung 1:
Was wire, wenn fiir den Kugelsektor gelten wiirde

Kugelsektor Ei2 (blau) mit der Dichte ggis = (7 — 2) L?)?
cm

Dann miissen wir bereits im Nenner beriicksichtigen, dass in Kugelkoordinaten gilt
z =1 -cos(?V)

Es ist (nach MAPLE, d.h. nicht selbst gerechnet!):

Y=m
Npiz = / OFi - dEZ?_/ / / Qi 7% sin(9) - dr - dd - dyp
Eq2 ~~ -

chhte Kugelkoordinaten
2. I=m =
= / / / (7 —7-cos(¥)) - r*-sin(V) - dr - dd - dyp
=0 19:% r=0 —
z=r-cos(9)

o \32° 2
S R4 Tor R
16
Also ist
3 4 3
Masse mpgi3 = T R 4+7-7m-R (10)

und fiir den Zéhler Zg;3 von zg;3 gilt nach dem gleichen Verfahren wie fiir den Nenner:

Y=m r=R
Zpis = / z - dEZ3—/ / / z) -z -1 -sin(d) - dr - dV - dy
E43 ~ ~ _

chhte Kugelkoordinaten

_ /ih/iﬂ /_R T cos(0)) - cos(9) o -sin(0) - dr -0 - di

™

z=r" cos(ﬁ)

_ / Y (_1.6032(19) sin (o) - R5+£-cos(19)-sin(19)-R4)-d19~dg0

p=2m 3 21
= —— R - R4> d
/po ( 40 32
B 3 5 21 "
= T T T
Daher ist
ZEz3 20 7T'R5 fé ™ R4
ZEi3 =
NEiz T-RAFT - R3
117
Fir R =1 ist dann zg;3 = ——— ~ —0.203.

275
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Erginzung 2:
Wo lidge der Schwerpunkt, wenn die Dichte in einer vollstandigen Kugel (£i/) mit Radius R

gemiB opiy = (7 — 2) ig verteilt wére?
cm

=27 J=m r=R
Npuy = / opi - dEi4 = / / / 0pia -T2 -sin(9) - dr - di - dp
Ei4 =0 ¥=0 r=0 >~ N ~ v

Dichte Kugelkoordinaten

p=2-7 I=m r=R
= / / / (7 —7-cos(¥)) - r*-sin(¥) - dr - dd - dip
—0 9=0 r=0

—9.
p=2m 7

Y=m 1
= / (—— -cos(¥) - R* + — - R3> -sin(v)) - dI - dy
=0 9=0 4 3

/90“ 14 - -R? 28 - R® -7
o=0 3 3

p=2-7 I=m r=R
Eid =0 9=0 Jr=0 >~ N ~~ d

Dichte Kugelkoordinaten
p=2-m Y= r=R
= / / / (7—1r-cos(d)) -r-cos(d) - r?-sin(d) - dr - dv - dyp
=0 ¥=0 r=0
B 4--R° -1
n 15
Daher ist
o Zeu _ R
Ei4 — NEi4 - 35

1
Fir R =1 ist dann zg;y = —3 ~ —0.0286.

Aufgabe 12.5: (REP BEI 13.44)
Berechnen Sie den Flécheninhalt F' und den geometrischen Schwerpunkt der Fléche zwischen
der Kurve y = 2?2, der 2-Achse und den Geraden r = —1 und z = 2.

Aufgabe 12.6: (REP BEI 13.45)

Berechnen Sie den Flécheninhalt F' und den geometrischen Schwerpunkt der Fléche zwischen
i T

der Kurve y = cos(z) und der z-Achse fir ) <z<3- 7

Aufgabe 12.7:

Aus der Vektorrechnung ist bekannt: Der Schwerpunkt 5.; des von den Vektoren @ und b
aufgespannten Dreiecks ist

— ]' — T

Sa’g: g . <(I+b)
Andererseits ist aus der Koordinatengeometrie bekannt, dass des Schwerpunkt Sy des durch
die drei Punkte (z1,91), (%2, y2) und (z3,y3) bestimmten Dreiecks lautet:

_ _ [Ttz trs Y1ty tys

SK — (x57y5) T )
3 3

Zeigen Sie, dass bei ,richtigen® Bezeichnungen s, und Sk den gleichen Schwerpunkt bezeich-

nemn.
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Lésung von Aufgabe 12.7:

Wir teilen die Losung in zwei Teile: zunéchst berechnen wir den Schwerpunkt nach der in der
Aufgabe genannten Formel und dann untersuchen wir, welches Ergebnis wir bei Anwendung
der Integralrechnung erhalten.

1. Schwerpunkt-Formel aus der Aufgabenstellung
Es wird (x1,y;) als Nullpunkt betrachtet. Dann ist
a=(r2—x1,y2—y1) und b= (x3 — 1, y3 — y1) und 5,5 = (x5 — 21, Y5 — Y1) gesetzt.

Dann ist 6+5:(:v2+$3—2-x1,yg—l—y3—2-y1) und daher

5’675:%-(67%—5) :%'($2+$3—2'$17yQ+y3—2'yl)
=(3-(@+as—2-21), 5 (2 +ys—2-11))
=(3-(@m+at+z3—3-21), 5 - (1 +v2+ys—3-41))
= (5 (@ tatas)—21), 5 - +y2tys)—w) = (s —21), 5- W ++y)— )

2. Schwerpunkt-Formel aus der Integralrechnung
Wir betrachten wieder (z1,y1) als Nullpunkt: (x1,y1) = (0, 0). Zusétzlich setzen wir ohne
Beschrankung der Allgemeinheit y, = 0. Nun berechnen wir

[z dF

fFl-dF
Fall 0 < 23 < x5 und y9 > 0:

T=x3 y:Z—?"z T=T2 Yy=—z y,x T ; —
/1-dF = / / 1 .dy-de / / T L dy - da
F =0 y=0 T=13 y=0
Y3

=3 __Y3. T=X2 —_ Y3 . r2-Y3
- Wy’ - de oo > e
x x

=0 =x3

Ts =

+

+

r=x3 T=x2 X
_ / %.x.dﬁ/ o Ys L T2Ys
=0 T3 r=23 T9 — I3 To — I3
1 r=x3 1 T=x2
= %-—-12 + | |— & -—-:)SQ—I—J;2 v x
T3 2 0 To — X3 2 To — T3 w3
I I | D R B S A B _
N I3 2 3 +‘ To — X3 2 (xQ x3)+$2—£[)3 (332 333)
1 ys Lo o0 T2t
= |=-ys-x — = (x5 —x Tog — X
5 Y3 3+’ Ty — 15 2 (23 3>+:1:2—:c3 (@2 3)
1 1
= §~y3-x3+—§-y3~(xz+x3)+xz~y3
- |3 2 (o — )]
= 2?/3 T3 5 Yz - (X2 — T3
Wegen z3 < x5 und y3 > 0 und x3 > 0 also
1 +1 ( ) 1
— —_ . - x —_ . (o — = — 29 -
293 3 2y3 2 3 5 2 Ys

1
D.h. der Fliacheninhalt des Dreiecks betragt F' = 5 T2 Y3
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y_ y3 . y=— 4 z9- y3
/x-dF = / / x -dy-dx / / ’ 3x'dy'd:c
F =0 r=x3
T=x3 _ 3 T=T2 = Y3 g4 T2U3
/ 3253 d(lf) + (/ xT- [y]zzo zg—z3 zg—z3 dl’)
T=x3
r=x3 T=T2 .
/ %-ﬁ-dx)%—(/ (— Y3 -x2+x2 yg-ﬁ)-dm)
=0 T3 =13 T2 — T3 Ty — T3
1 s 1 : L™
x _|_ — y3 '—'ZZ'3+M‘—'.T2
xs3 3 ro — 13 3 Ty — 3 2 r=z3

1 1 Toys 1
%556%) <_ ys ,g,(xg_xg)Jr?_y?).i.(xg_xg))

To — X3 To — T3

(
(
- ([
(
= ; (ys-a )+(y3'[%'(_$§—$2'$3—$§)+%'(f§+l‘2'$3)]>

Wegen ys3 > 0 und z2 > 0 also

03

w

1 1 1
_ 2 x5 + 1$2+1£L‘ T3 — > a2
- 3 Y3 - T3z T Y3 6 275 2 T3 3 s
1
= é-yg-(2-x§+(x2-(:)32+x3)—2-93§))
Dh & fo dF' & -ys (2 22+ (29 (o +x3) — 2 22))
d ) fF %'@ Y3
oder

1
3 i) 3
wie in der Koordinatengeometrie.

Die y-Komponente wird entsprechend berechnet.
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Aufgabe 12.8 (Volumenintegral):
In IR? seien die beiden Kurven
P = {(a:,y,()) €RR?, y= —:1:2+3-.7:} und G := {(a:,y,()) € R?, :2-1’}
sowie die Flache
F={(z,y,2) € IR? z=2"+y}

a) Zeichnen Sie die beiden Kurven P und G und schraffieren Sie die von den beiden Kurven
eingschlossene Fléche.

b) Berechnen Sie das Volumen des Korpers iiber der in der z, y-Ebene schraffierten Fliche
(nach a)), die nach oben durch die Fldche F' beschrankt ist.

¢) Berechnen Sie den geometrischen Schwerpunkt dieses Volumens.

}r'
Lésung der Aufgabe 12.8a): 2

siehe nebenstehendes Bild. (20)

Losung der Aufgabe 12.8b):
Das Volumen V' dieses Korpers ist definiert durch .

rx=1 y:—m2+3-x
V:/ / (a” +y) - dy - da
=0 y=2-x 04

also v x
$:1 2 1 2 y:_$2+3.x )8 02 12
V= [J,’ Y+ 5 Y ]y=2~z - dx. “
x=0 04
Zu Aufgabe 12.8a)
Damit ist
= 1
V:/ (x2~(—x2+x)+§-(—x2+3~x)2—2-x2>~da:
=0
oder

= 1
V:/ (—x4+x3+§'($4—6'$3+9'$2)_2'x2)'dm

r=1
Ly 3,9 o
— . —9. Z. -d
/x:O (2 T x+2 m) T

e (40)

Lésung der Aufgabe 12.8c):

Nach Definition (F+H Seite 141) ist die 2-Komponente des geometrischen Schwerpunktes eines
Korpers K mit dem Volumen V' definiert durch

1
rs = v /Ka:~dV, also hier

1 r=1 y:f:):2+3-:r z:x2+y
Tg = / / / x-dz-dy-dr
=0 y=2-z 2=0

=1 y=—x243-x 9
] o 250 dy - da
=0 y=2-x
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1 = 2 1 2 2 2
=—- 2 (—x +:c)—|—§~a:-((—x +3-2)* = (2-2)%) ) -da

=1
1 5
./a;:(] <—§-x5—2-x4+§-x3)-dx

1 fr=l py=ettde pa=athy 7 43 128
- —. cdz-dy-dp = — =0 = 20
STy /m:o /yzg.x /ZZO Y@z ay = o 110 T 0’

1 fr=l py=ettde pa=athy 7 169 169
_ . dedy - dp — — . 22— 27
STy /x:o /yzz.x /ZZO FraE Ay A= 507840 196
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