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14 Kurven in Parameterdarstellung, Tangentenvektor
und Bogenlinge

Aufgabe 14.1 (Tangentenvektor und Bogenlinge):
Als Beispiel fiir eine Kurve, die in Parameterdarstellung beschrieben wird, werden wir hier
eine Zykloide untersuchen.

a) Es wird ein Kreis mit dem Radius 1 betrachtet. Es sei P ein Punkt auf dem Radius des
Kreises. Die Kurve, die der Punkt P beschreibt, wenn der Kreis auf der x-Achse abrollt,
heiffit dann Zykloide.

Bestimmen Sie die Parameterdarstellung fiir diese Kurve, wobei Sie den ,, Walzwinkel“ als
Parameter ¢ wihlen, und zeichnen Sie diese Zykloide fiir 0 <t < 2- 7.

Aufgabe 14.1:
Zykloide (Punkt P liegt auf dem Radius)

Losung von Aufgabe 14.1a) [AUF 18.1 (d)]
Es wird zunéchst der Mittelpunkt (x,,(t), ¥, (t)) des Rades verfolgt:

N ()Y [ xm(0)\ [0
Furt_()lSt(ym(t))_(ym(O)>_(1> und
L i : T (t) t
fiir ein beliebiges ¢ ist = :
i () ) = (1)
Der Weg des Punktes P soll nun beschrieben werden durch
( x(t) ) _ ( 0 ) N < p(t) )
y(t) Y (1) yp(t) )’
wobei (xp(t),yp(t) die relative Bewegung des Punktes P auf dem Rad beschreibt.
) . zp(t) ) ( xp(0) ) ( 0 )
Fiir t =0 ist = = und
( yp(t) yp(0) —1
fiir ein beliebiges t ist ( igg; ) = ( :(S;)I;((?) )
Folglich ist
(14.1.1)

Aufgabe 14.1: Zykloide (Punkt P liegt auf dem Radius)
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Aufgabe 14.1b) Eliminieren Sie den Wilzwinkel ¢, um eine explizite Darstellung der Zykloide
zu erhalten. Verwenden Sie dazu die Gleichung sin®(¢) + cos?(t) = 1 und t = arccos(1 — y).

Losung von Aufgabe 14.1b) [AUF 18.1 (d)]

Nach (14.1.1) gilt = = ¢ — sin(t), also sin(t) =t — x.

Ferner gilt y = 1 — cos(t) nach (14.1.1), also auch ¢t = arccos(1l — y), also insgesamt sin(t) =
arccos(l — y) — z.

Ebenfalls nach (14.1.1) gilt y = 1 — cos(t), also cos(t) =1 — y.
Damit ist

1 = sin?(t) 4 cos®(t) = (arccos(1 — y) — z)* + (1 — y)?

oder

(arccos(l—y) —z)’ =1—(1—-y)* =1—-(1-2-y+¢) =2-y — ¢’
oder

arccos(l1 —y) —x=+/2-y—9y?> fir0<y<2und0<z<n7
oder

r=arccos(l —y)—/2-y—y? fir0<y<2und0<z<nm

Aufgabe 14.1c) Bestimmen Sie die Gleichung der Zykloide, fiir die der Punkt P nicht auf dem
Radius des sich drehenden Rades liegt, sondern den Abstand a > 0 vom Kreismittelpunkt hat.

Berechnen Sie die Winkel (in Abhéngigkeit von a), unter denen die Zykloide die z-Achse
schneidet.

Losung von Aufgabe 14.1c) [AUF 18.3]
Die Gleichung einer Zykloide im Sinne dieser Aufgabe lautet

z(t) \ _ ( t—a-sin(t)
( y(t) > B ( 1 —a-cos(t) (14.1.2)
Zunichst ist zu untersuchen, fiir welche a die Zykloide iiberhaupt die x-Achse schneidet: fiir

einen Schnittpunkt muss es ein ¢ geben mit 0 <t < 2 -7 und y(t) = 0, also

1 —a-cos(t) =0 nach (14.1.2) oder

cos(t) = 2 (14.1.3)

Also schneidet die Zykloide die x-Achse nur fiir a > 1.
Es sei ty ein Parameter, bei dem die Zykloide die z-Achse schneidet.

Fiir eine in Parameterdarstellung gegebene Kurve 7 = Z(t) ist nach REP 18.1 der Tangenten-
vektor ¢ in einem Punkt zy = Z(tg) auf der Kurve bestimmt durch

r=it) = §) ) - Herstaaher 7= (170 ).

1
An einem Schnittpunkt ¢, gilt cos(tg) = — nach (14.1.3), also ist dann
a

1 2—-1 1
sin(tg) = /1 — cos?(t) = \/1 5= \/a = —-Vva? — 1 und damit

() (o) = ()

Fiir a = 1 ist cos(to) = 1 und damit to = 0 oder ty = 2 -7 und £ = ( 8

>. Damit existiert an
den Réndern keine Tangente.

Fiir a > 1 ist £ # 0. Also wird dort die 2-Achse senkrecht geschnitten.
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Aufgabe 14.1d) Berechnen Sie die Bogenlédnge der Zykloide mit a = 1.

Losung von Aufgabe 14.1d) [AUF 18.5 (b)]
Nach REP 18.1 wird die Bogenlénge L einer in Parameterform gegebenen Kurve berechnet

durch

-~ TE0r + @)

=to
wobei Z(ty) der Anfangs- und Z(¢;) der Endpunkt des zu berechnenden Bogens ist.
Nach (14.1.1) wird die Zykloide beschrieben durch

. t — sin(t) .
= <t<2.
T (1—cos(t)> mit 0<t<2-7

= (i )= (")
Daraus ergibt sich

(2(t))* + (§(t))* = (1 — cos(t))? +sin?(t) = 1 — 2 - cos(t) + cos?(t) + sin?(t) = 2 — 2 - cos(t)
und damit wegen sin?(Q) = 1 - (1 — cos(2 - ©)) oder 1 — cos(t) *=" 2 - sin(

also ist hier

L Ly.
2 2

t=2.7

= [ eworreora= [ Tvevimamas [ e a=s

t=0

Aufgabe 14.1e) Berechnen Sie die Bogenlénge der Zykloide mit a = 2.

Lésung von Aufgabe 14.1e)
Wie in der L 6sung von Aufgabe 14.1d) ist fir die Zykloide

. t — 2 -sin(t) :
= <t<2.
T (1—2-cos(t)) mit 0<t<2.-7

()= (250"
Daraus ergibt sich

P2+ 9% =(1—2-cos(t)?+4-sin®(t) =1—4-cos(t) +4-cos(t) + 4 -sin’(t) =5 — 4 - cos(t)

und damit o o
/ V@) + @) dt = / /5= 1+ cos(a) da (1)
t x

=0

hier

Wenn versucht wird, dieses Intergral mit Hilfe der Generalsubstitution zu 16sen, so ergibt sich

1 — t2 2-dt
it = nd dr =
mit cos(z) = —— und dz = e

2- =2-
=27 1 — #2 T=2-m 149.¢2
L=2. / :2./ +—3dt
A el 1+t2 0\ 1+

Ein solches Integral ist in der Formelsammlung nicht enthalten.

Also wird (1) numerisch integriert:



Windelberg: Mathematik fiir Ingenieure, Kapitel 14

Stand: 18. Dezember 2012

E Tanfang Lende Yy Flache
: 0.00 0.63 1.00 0.63
. 0.63 1.26  1.33 0.83
i 1.26 1.88 1.94 1.22
| 1.88 251 250 157
I 2.51 3.14  2.87 1.80
| 3.14 3.77 3.00  1.88
' 3.77 440 2.87 1.80
: o 4.40 503 250 157
0.2 ! 5.03 5.6 1.94 1.22
; e ?.)i s 565  6.28 133  0.83
| 025 0.00 6.28 13.36
Aufgabe 14.1e):
Bogenlédnge einer Zykloide mit a = 2 als
Fléche unter der obigen Kurve
Aufgabe 14.2: Y
Zur Beschreibung der Abhéangigkeit des T2
Schallpegels P = P(v) eines Schienen- 122
verkehrsmittels von dessen Geschwin- 120
digkeit v wird die Gleichung 118
116
v 114
P(v) = [51 + 20 - log, (100 km/h)] B s
verwendet. Nach dieser Gleichung ist _;0
11}12(1) P(v) = —oc0. le
Suchen Sie nach einer geeigneten 14
Funktion, fiir die gilt 192
P(0) =0dB(A) ; .
P(100 km/h) = 51 dB(A) [2 3

P(200 km/h) = 57dB(A)

und zeichnen Sie dann beide Funktio-
nen fiir Geschwindigkeiten zwischen
0km/h und 5km/h

Losung der Aufgabe 14.2:

Aufgabe 14.2:

Kurve P(v) =51+ 20 - log,, (

(ausgezogen)

100 km/h

14004

Ziel dieser Veranstaltung ist es, Kreativitdt beziiglich mathematischer Losungsverfahren zu

beweisen. Daher ist der hier angegebene Losungsweg nur einer von vielen méglichen.
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. . y
Ansatz: Gesucht sind Zahlen a und b mit der " [

Eigenschaft, dass die Kurve Lo
v 109

P(v) = a-logy, (1 + 6) Log

10.7

durch die Punkte P(0) = 0,

P(100 km/h) = 51 dB(A) und 100
P(200 km/h) = 57 dB(A) geht. i
Nach Ansatz geht die Kurve bereits durch [
<07 O) 103
Wegen P(100km/h) = 51 dB(A) muss gel- |
ten 10.1 _
B X

P(100 km/h) = a - logy, (1 + 100 km/h im/h) Lot 6 12 18 24

=51dB(A) +0.2

A 14.2:
und wegen P(200km/h) = 57dB(A) muss ufgabe 14.2 102 _1
gelten Fiir welches a ist 1 =2 - F?
200 km/h
P(200 km/h) = a - log,, (1 + Tm/) =57dB(A)
Daraus ergibt sich jeweils
100 km/h 100 km/h
1+ M —10% & b= % (14.2.1)
und 200 km/h 200 km/h
+ Tm/ =107 & b= m7—ﬂj/1 (14.2.2)
Gleichsetzen von (14.2.1) und (14.2.2) ergibt
10% —1

1=2- 1857—1, und diese Gleichung lésst sich graphisch 16sen: a = 20.

Hieraus kann dann nach (14.2.1) b bestimmt werden: b = 0.28 km/h.
Damit ergibt sich als Losung:

v
P(U) = 20 - logy (1 + W)
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Aufgabe 14.2:
Kurve P(v) =51+ 20 - log, (

! (ausgezogen)
—_ z
100 km/h ) (o808

Kurve P(v) = 20 - logy, (1 ) (gestrichelt)

v
* 0.28km/h
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Als Beispiel fiir Kurven, die in Polarkoordianten-Darstellung beschrieben werden, sollen hier
Spiralen, eine Kardioide und eine Lemniskate untersucht werden.

L6sung von Aufgabe 14.3a)
Aufgabe 14.3a):
Es wird ein Quadrat mit den Ecken
Ey = (_57 _5>7 Ey = (5? _5>7 E; = (57 5)
und Ey = (—5,5) (mit der Seitenldnge 10 m)
betrachtet. In jeder Ecke F; starte ein Hund
H;, um dem vor ihm sitzenden Hund H;,,
nachzulaufen (es wird Hy = H; gesetzt). Nun
lauft jeder Hund H; 1 m weit in der Richtung,
in der er den anderen Hund H;,; am Anfang
gesehen hatte.

Dann erkennt der Hund H;, dass der Hund
H; ., auch weitergelaufen ist; also dndert er
seine Richtung und lduft nun wieder 1m in
der neuen Richtung.

Und so weiter ...

Zeichnen Sie den Weg eines der Hunde.

(Diese Kurve ist eine logarithmische Spirale.) Aufgabe 14.3a)
Wege der vier Hunde

b) Zeichnen Sie die in Polarkoordinaten
gegebene Kurve r = e fir —2-7 < ¢ <0
und fiir 0 < p <2 - 7.

Losung von Aufgabe 14.3b)

Y 00
03 150
102 - 100

F-04 r-200
05 r-250
r-300
r-0.6
r-350
r-0.7
Aufgabe 14.5b) Aufgabe 14.58b)

r=effir -2-71<p<0 r=effir0<ep<27
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¢) Untersuchen Sie, ob es Parameter a und b gibt, so dass die Kurve r = b - e*% die Kurve des
Hundes H; beschreibt.

Lésung von Aufgabe 14.3c)
(mit Hilfe der Definition des Tangentenvektors aus dem REP, S.500)

Da die Spirale r = b-e*¥ durch den Punkt F; = (—5,—5) gehen soll, muss fiir r = 5- V2 und
5
p=qm gelten:

5-V2=1b- et i

Nach REP, S.500 ist fiir eine in Polarkoordinaten gegebene Kurve r = r(¢) der Tangenten-
vektor ¢ im Punkt (7, ¢g) bestimmt durch

7oy (7o) - cos(eo) — (o) - sin(go)
o= (20 St = i) i) )
also hier mit 7(¢) =b-e*? und r(p) =a-b-e*?

i8om =t (va) (470

-0
Nun soll t(Z - ) parallel zur z-Achse sein, also muss a + 1 = 0 und damit @ = —1 sein.

Wird nun @ = —1 in die obige Gleichung fiir b eingesetzt, so ergibt sich b =5-v/2- e1™ a 359.

—_

D

[y

[N

0]

e
Ll bdabh bl L] moe s g
=] T

Aufgabe 14.53¢)
logarithmische Spirale r = b - e*¥
durch E; = (=5, —5) mit Tangentensteigung 0 in Punkt E;
a=—1und b~ 359

Aufgabe 14.3d)

Bestimmen Sie die Winkel «, unter der die Spirale r = ¢*% eine Gerade y = tan(3)-x schneidet.

Losung von Aufgabe 14.3d)
sieche AUF 18.4.
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Aufgabe 14.3e) Berechnen Sie die Bogenlénge der Spirale r = e? fiir —2-7 < ¢ < 0. schneidet.

Lésung von Aufgabe 14.3e)
(mit Hilfe der Definition der Bogenlénge einer in Polarkoordinaten gegebenen Kurve aus dem
REP, S.501)

Aufgabe 14.4:
a) Zeichnen Sie die in Polarkoordinaten gegebene Kurve r = ¢ mit 0 < ¢ <4 - 7.

Diese Kurve heifit archimedische Spirale.

b) Bestimmen Sie den Abstand d(«) zwischen den beiden Schnittpunkten einer Geraden
G = {(z,y) € R*; y =tan(a) - x}
mit der unter a) gezeichneten archimedischen Spirale.

Aufgabe 14.5:
a) Zeichnen Sie die in Polarkoordinaten gegebene Kurve r = 1 4 cos(¢) mit 0 < ¢ < 2- 7.

Diese Kurve heifit Kardioide.

Lésung von Aufgabe 14.4a) Losung von Aufgabe 14.5a)

y ¥

04

Aufgabe 14.4a) Aufgabe 14.5a)
archimedische Spirale Kardioide

b) Berechnen Sie die Bogenlinge der Kardioide 7 = 1 4 cos(¢) mit 0 < ¢ <2 - 7.
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Aufgabe 14.6 (Bogenlinge):

(1) gt
Gegeben sei das Kurvenstiick Z(¢) = | y(t) | = ‘/75 2l mit 0<t<a.
2(t) t

Fiir welche reelle Zahl a hat dieses Kurvenstiick die Bogenlédnge 127

Losung von Aufgabe 14.6:
Die Bogenlénge L ist nach F+H, Seite 119, fiir eine in Parameterdarstellung gegebene Kurve
der Form Z(t) mit ¢ty <t < t; definiert durch

L= / G0+ G0 + ) -t

wobei &(t) := dZiw und g(t) := di/l—it) undz(t) := d;—it) ist.
Hier ist

. i(t) t?

)=\ ut) | =| v2-t

(1) 1
und damit \/(#(8))* + (§()° + () = VE+2- P+ 1= +1,

Folglich ist die Bogenlidnge (in Abhéngigkeit von a):

a

“ 1 1 1
L:/(tQ—l—l)-dt:{—-t?’—l—t} =--d*+a=a-(z-a*+1)
0 3 , 3 3

Gesucht wird eine reelle Zahl ¢ mit L = % -a®+2-a = 12. Durch Probieren findet man .

Aufgabe 14.7 (Bogenlinge):
Gegeben sei das Kurvenstiick y = e* mit 0 < x < 1.
Berechnen Sie die Bogenlénge.

Losung von Aufgabe 14.7:
Die Bogenléinge L ist nach F+H, Seite 119, fiir eine in expliziter Darstellung gegebene Kurve
der Form y = f(z) mit xy <z < x; definiert durch

L= / J1+ (@) - da

Hier ist

fl@)=e"

und damit \/1 + (f'(z))* = V1 + e2=.

Nach F+H, Seite 93, sollte bei der Integration von Funktionen, die e* enthalten, substituiert
werden:

dt
e =1t mit d:cz;

also hier

=1 =1 =1 dt =1 /1 2
L:/ \/1+(f'($))2-da::/ \/1—1—62*’5-de/ \/1+t2-7:/ : -dt
=0 =0 =0 =0
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Die Losung eines solchen Integrals ist in der F+H zu finden: auf Seite 102, Nr. 119:
/72 1 2 /72 1 2
/—f T V@@ —a-In <—a+ rra )
x x

also hier
rx=1

. dt:

L:/xlvﬁ—i_l t2—|—1—1n<1+— ”t2+1>
=0 t t

=0
Da bei dieser Substitution e® = t gewéahlt wurde, gilt fiir die Grenzen:

r=0 = t=e’=1
r=1 = t=el=c¢

also

t=e

14+vt2+1
VEZ+1-—In (%)
=1

- (Ve (M) - (v (R

~ 2.54—-0.52=2.02

Dieses Ergebnis ist plausibel, denn nach Pythagoras ist

Strecke zwischen (0,1) und (1,e) = (e — 1)* + 1> ~ 1.99
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Aufgabe 14.8:
a) Zeichnen Sie die in Polarkoordinaten gegebene Kurve r = /2 - cos(2 - ) mit

T T
4 =Py

Diese Kurve heifit Lemniskate.

b) Berechnen Sie die von der unter a) gezeichneten Lemniskate eingeschlossene Fléiche.

Lésung zu Aufgabe 14.8a:

+ 07

T 06

T-06

+ 07

+-08

Aufgabe 14.8)
Lemniskate

Lésung zu Aufgabe 14.8b: (siehe auch REP 18.10 (S. 505))
Es gilt nach der ,Sektorformel fiir Polarkoordinaten® fiir eine Funktion » = r(y) im Intervall
wo < p < ¢ fiir die zwischen (0,0) und der Kurve eingeschlossene Fliache F:

P [0 4

2 0

also hier
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