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17 Niveauflaiche und Gradient

Aufgabe 17.1:
Es sei das Skalarfeld
S(z,y,2) =a* +4-9y*+9-2*

gegeben: jedem Punkt (z,y,2) € R* wird ein ,Skalar® S(z, v, z) zugeordnet. Zeichnen Sie die
durch S(z,y,2) = 1 beschriebene Niveaufliche.

Losung zu Aufgabe 17.1:

Aufgabe 17.1 Aufgabe 17.1
Niveaufliiche 22 +4-424+9-22 =1 Schnitt der Niveaufliche
mit der Ebene y = 0 (ausgezogen)
mit der Ebene 2 = 0 (gestrichelt)

Aufgabe 17.2: Bestimmen Sie den Gradienten im Punkt P = (0.8, —0.24,0.12)
und zeigen Sie, dass dieser senkrecht auf der Tangentialebene in dem Punkt P steht.

Losung zu Aufgabe 17.2:
o)

g_i 2.1 1.60
Es ist grad(z,y, 2) = a_S =| 8-y — grad(0.80,—0.24,0.12) = | —1.92
o5 18- 2 2.16

Es soll gezeigt werden, dass dieser Vektor senkrecht auf der Tangentialebene in P steht.

Bestimmung der Tangentialebene:
Wir wihlen fiir die Fliche S(z,y,2) = 1 die Darstellung z = f(x,y):

1
z:§~\/1—x2—4~y2
Dann ist .
fo(z,y) = 35 \/ﬁ . [2(0.80,—0.24) = 1. 080 — 080 ~ 74
1 —4- 1 4024 096 .
fley) =5 \/7734.;,2 14(0-80, —0.24) = 3 - VT os0r 102 — 3036 ~ V-89
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Damit kann die Gleichung der Tangentialebene in dem Punkt P aufgestellt werden:
T={(z,y,2) €R*, 2=0.12-0.74- (x — 0.80) + 0.89 - (y + 0.24) }
oder
T={(z,y,2) € R, —0.74- 2+ 089 -y — z = —0.12 — 0.74 - 0.80 — 0.89 - 0.24 = —0.93}

Die Tangentialebene in P hat daher die Normalenrichtung 7ip = (—0.74,0.89, —1).

Nun ist die Frage zu beantworten, ob die Tangentialebene senkrecht auf dem Gradienten steht.
Dazu ist zu untersuchen, ob der Gradient und die Normalenrichtung parallel zueinander sind:

—0.74 1.60
Wenn | 0.89 || { —1.92 | gelten soll,
-1 2.16
—0.74 1.60
dann muss es eine reelle Zahl A\ geben mit A - | 0.89 =1 —1.92 |. Fiir A = —0.21 ist
-1 2.16

diese Gleichung erfiillt - also sind der Gradient und die Normalenrichtung parallel zueinander.

Aufgabe 17.3: Beschreiben Sie die Niveaufliche durch Kugelkoordinaten und bestimmen Sie
fiir den Punkt P die zugehdorigen Kugelkoordinaten-Komponenten 7y, ¢y und 9.

Losung zu Aufgabe 17.3:
Beschreiben Sie die Niveaufliche durch Kugelkoordinaten und bestimmen Sie fiir den Punkt
P die zugehorigen Kugelkoordinaten-Komponenten rg, ¢y und 9.

Wir wihlen die folgende Beschreibung fiir die Kugelkoordinaten:

x cos(1) - cos(ip)
y | =R-| %-cos(¥)-sin(p) | mit —2<9<Zund0<¢p<2-7und R=1
z 5 - sin(v)

Dann ist 22 +4-92+9-22 = 1.

Der Punkt P hat die Koordinaten (0.80, —0.24,0.12) und damit den Abstand ry vom Null-
punkt mit 7§ = x5 + y3 + 23 = 0.712 und damit 7y ~ 0.844

Der Punkt P hat die Koordinate zy = % - sin(dp) = 0.12.

Daraus folgt 3 - zp = 0.36 = sin(t), also ¥y ~ 0.368 = 21.1°

Ferner hat der Punkt P die Koordinate x¢ = cos(ty) - cos(¢p) = 0.80.
Mit sin(vy) = 0.36 folgt cos(vy) = V1 — 0.362 = 0.9330 und damit

xo = 0.8 = cos(Wy) - cos(ipg) = 0.9330 - cos(py),

also 0.8575 = cos(yp) und damit ¢y = —0.540 = —31.0°
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Aufgabe 17.4: Zeigen Sie, dass der Gradient grad(P) in die Richtung zeigt, in der S von P

aus maximal ansteigt.

Losung zu Aufgabe 17.4:
Wir schreiben ein kleines Programm

pi = 4 * ATN(1)

eps = .001
max = —-1000
x0 = .8: y0O = -.24: z0 = .12

sO=x0"2+4%xy0~2+9 *xz0 "~ 2

gx = 1.6: gy = -1.92: gz = 2.16
q=SQR(gx "2+ gy "2+ gz " 2)

gxn = gx / q: gyn =gy / q: gzn =gz / q

x2 = x0 + gxn % eps: y2 = y0 + gyn * eps: z2 = z0 + gzn * eps
82 =x2 72+ 4 %xy2 " 2+ 9 % z2 " 2

FOR i = 0 TO 180

FOR j = 0 TO 360

=-pi / 2+ i/ 180 * pi

= j /360 x 2 x pi

= x0 + eps * COS(u) * COS(v)

yO + eps * COS(u) * SIN(v)

= z0 + eps * SIN(u)

=x " 2+4xy " 2+9%xz"2

ds = s - s0

IF ds > max THEN max = ds: x1 = x: yl =y: z1 = z: 81 = s
NEXT j: NEXT i

END

n N< M g g
]
*

Dann lautet das Ergebnis:

Punkt P = ( .8 ,-.24 , .12 )
Temperatur im Punkt P : 1

Gradient in P : grad(P) = ( 1.6 ,-1.92 , 2.16 )

(normierter) Gradient in P : grad(P) = ( .4843595 ,-.5812314 , .6538853 )
Punkt P2 = P + .001 x* grad(P) = ( .8004844 ,-.2405812 , .1206539 )
Temperatur im Punkt P2: s2= 1.003309

Berechnung maximaler Temperatur in der Umgebung von P:
Im Punkt P1 = ( .8004851 ,-.2405781 , .1206561 ) ist die Temperatur maximal:
Temperatur im Punkt P1 : 1.003309

Richtung maximaler Steigung = ( .4851222 ,-.5781353 , .6560609 )
Vergleich:
Es sollten parallel sein:

- Richtung maximaler Steigung
- Gradient in P

Es ist grad (P) = (.4843595, —.5812313,.6538853) ~ (.4851222, —.5781353, .6560609).
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Aufgabe 17.5:
Wir betrachten die Niveaufldche

Ty, 2) =a° +¢e¥
f(z.y,2)

a) Zeichnen Sie in der Umgebung des Punktes @y = (1,111(3),%) die ungefahre Lage der

5

Niveauflache f(z,vy, 2)

Hinweis:: Definieren Sie um den Punkt ) herum 9+8+9 Punkte und bestimmen Sie fiir diese

Punkte jeweils den Funktionswert f.

L6sung zu Aufgabe 17.5:a)

Stand: 18. August 2008

5)
-sin(z) = 5

Um den Punkt ) herum werden 9+8+9 Punkte definiert:

Wahle € = 0.1 und setze

Qii=(1—¢eIn(3) —&,F +¢), Q1= (1,In(3) —¢,% +¢), Qs1=(1+¢In(3) —¢,§ +e¢),
Q1 = (1—6,ln(3),%+6), Q51 = (171H(3)7%+8), Qe,1 = (1+€,ln(3),%+5),
Qri=(1-el@)+e§+e), Qsp=(LInB)+eF+e), Qo= (l+en@B)+e§+e),
Q2= (1—-¢,In(3)—¢,%), Q22 = (1,In(3) — ¢, ), Q32 = (1+¢e,In(3)—¢, %),
Qi = (1—-¢,In(3),%), Qo = (1,In(3), %), Qs2 = (1+¢,In(3),%),
Qr2=(1-¢,In(3) +¢,%), Qs2 = (1,In(3) +¢,%), Qo2 = (1+¢e,In(3) +¢,%),
Qs = (1 —e,In(3) —¢,§ — 6), Q23 = (l,ln(3) —& 5 — 6), Q33 = (1 +6e,In(3) —e, § — 6),
Qiz=(1—¢In(3),%2—¢), Qs53=(1,In(3),F —¢), Qo3 = (L+¢e,In(3), T —¢)
Qr3 = (1 —e,In(3) +¢,§ — 5), Q33 = (1, In(3) +¢,§ — 6), Q93 = (1 +e,In(3) +¢,§ — 6),

Dann ergeben sich folgende Funktionswerte

1] f(Qiy) 1,j [ (Qiy) 1,j J(Qiy)

Q1,1 2.31 Q2,1 2.59 Q3,1 2.92

Q4,1 2.48 @s,1 2.75 Qs,1 3.08

Q7. 2.67 Qs,1 2.94 Q9,1 3.27

Q1,2 2.09 (22 2.36 Q32 2.69

Qs 2.23 Qo 2.50 Q5.2 2.83

Qs 2 2.39 Q72 2.66 Qs 2.99

Q13 1.84 Q2,3 2.12 Q33 2.45

Qa3 1.96 Q5,3 2.23 Q6,3 2.56

Q73 2.09 (Qs,3 2.36 Q9,3 2.69

1Y 4

Aufgabe 17.5

zwischen Q4 und Q7
zwischen Q4 und Qs
in Qo

zwischen @33 und Qg 3
zwischen Q53 und Qg 3

zwischen Qg3 und Qg3

Also schneidet die Fliche den Quader aus
diesen 27 Punkten
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Mit Hilfe von MAPLE ergeben sich folgende Darstellungen:

Aufgabe 17.5:
Aufgabe 17.5 Niveauflichen und grad(Q)

Niveaufliche 23 + e¥ - sin(z) = 23+ €Y - sin(z) =
Q= (1,In(3),%) 3 4 €Y - sin(z) =
3 4 €Y - sin(z) =

Aufgabe 17.6: Berechnen Sie die Richtungsableitung von @ in Richtung des Vektors (1,1, 1).

[Nl ey

N[ =0 | oo | Lo

Lésung zu Aufgabe 17.6:

Vom Punkt @y aus in Richtung (1,1,1) befindet sich der Punkt Qg 1.
Esist AS = f(Qg.) — f(Qo) = 3.27 — 2.5 = 0.77

und AQ = |Qp — Qo| = V3-2=0.17

Also ist die Steigung 2—5 ~ 0T~ 405,

0
Nach Definition (z.B. REP S.524) ist die Richtungsableitung a—‘i (Qo) von f in Richtung @ an
a
der Stelle )y definiert durch

of a
hatl — orad .2
od (QO) gra f (QO) |6_i’
falls f in Q) differenzierbar ist.
322 1
Hier ist grad f(z,y,2) = | € -sin(z) | und@= | 1 |; damit ist |@| = /3.
e¥ - cos(z) 1
Also ist insgesamt
2
ﬂ(z y,2) = iy -gcsin(z) L. 1 N (3- 2%+ €Y - sin(z) + ¥ - cos(z)).
od e¥ - cos(z) V3 1 V3
1(1911}1 damit ) ) 0 3
gy — (3125260 L gin(T) L om®) L og(TY) = L [ 22 ~
ad,(@g) 7 (3 1" +e s1n(6)+e Cos(6)> 7 <2+2 \/§> 4.1.

Aufgabe 17.7: ‘

Aus Aufgabe 16.1 ist die Temperatur in der Héhe z = 0 bekannt: F(z,y) = e*¥”". Nun wird
eine allgemeinere Beschreibung der Temperatur gesucht: Es soll die Temperatur G(z,y, z) so
beschrieben werden, dass gilt G(x,y,0) = F(z,y).

Losung zu Aufgabe 17.7:
Dazu wird folgender Ansatz gewéhlt:

G(z,y,2) =" + 2 - (z* +v°)
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Aufgabe 17.8:
Gegeben seien die Funktion 2z = f(x,y) = * + y* und die Punkte (1,0) und (0, 2).
Bestimmen Sie einen Punkt (z,y) auf der Strecke zwischen (1,0) und (0, 2), fiir den gilt

F(0,2)) = f((1,0)) = grad f(z,y) o ((0,2) — (1,0))

Losung von Aufgabe 17.8:
Fiir f(z,y) = 2° 4+ y* ist

F(0,2) = f((1,0)) =2 -1 =3

und es ist
gradf(x,y) = (f$($7y)a fy(l',y)) = (2 ' l‘,2 : y)

((0,2) = (1,0)) = (-1,2)
Damit ist dann

grad f(x,y) 0o ((0,2) — (1,0)) = (2 - 2,2-y)o (-1,2) = =2-2+4-y

sowie

Nun kann die Frage beantwortet werden, fiir welchen Punkt (z,y) auf der Strecke zwischen
(1,0) und (0,2) die Eigenschaft
f((oa 2)) - f((170)) = gradf($7y) © ((07 2) o (170))

gilt:
Wenn der Punkt (z,y) auf der Strecke zwischen (1,0) und (0,2) liegt, dann gilt
y=-—-2-2+2
Also sollen die beiden Gleichungen
y = —2-2+2
3 = —2-2+4-y

erfiillt sein.
Diese 2 Gleichungen mit zwei Unbestimmten haben als einzige Losung den Punkt

1
P=(-,1).
( 2 ) )
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