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18 Kurvenintegral, Vektorfeld und Potentialfeld

Altes Projekt ,,Urlaubswanderung*“: Wenn eine Funktion bekannt ist, die die Temperatur-
verteilung auf einer Fliche (oder im Raum) beschreibt, dann wissen wir jetzt, auf welche
Temperaturen wir uns auf einem vorgegebenen Weg in der Fldche (oder im Raum) einstellen
miissen. Wir kennen den Temperaturverlauf in Abhéngigkeit von dem Weg - und auch Maxima
und Minima lings dieses Weges.

Neues Projekt ,,Paddler“: Wenn eine Funktion bekannt ist, die die Stromung (zwei- oder
dreidimensional) in einem Gewisser beschreibt, dann wollen wir wissen, welche Arbeit wir
zu leisten haben, wenn wir als Paddler auf einem vorgegebenen Weg durch dieses strémende
Gewdésser paddeln.

Kurvenintegral in einem Skalarfeld

Es sei G C IR? (oder G C IR?) ein einfach zusammenhiingendes Gebiet, d.h. jede geschlossene
Kurve aus G 145t sich auf einen Punkt aus G zusammenziehen.

Fiir ein Skalarfeld f : G — IR und einen glatten Weg C' = {7(t)|a < t < b} in G ist das
Kurvenintegral in dem Skalarfeld f definiert durch

/fds_/fF

Aufgabe 18.1: Kurvenintegral in einem Skalarfeld

a) Bs sei G = R* und C = {7(t)]0 < ¢t < 10} mit 7(¢) = (¢,0,0) und f(z,y,2) = 2 - 2.
Berechnen Sie das Kurvenintegral fc fds.

)‘ dt

Interpretation: Wenn f die Temperatur an dem Ort (z,y, z) beschreibt und ein Wanderer
auf der Kurve C' wandert, ist das Kurvenintegral die ,,Summe aller Temperaturen auf diesem
Weg*.

Wie ist diese Summe zu bestimmen?

1. glatter Weg in IR®
Zeichne den Weg auf der z-Achse, also von = 0 bis x = 10.
Dann ist hier #(¢) = (¢,0,0) fiir 0 < ¢ < 10, also @ = 0 und b = 10.

2. Skalarfeld f
Zu jedem Punkt (z,y, 2) des Raumes IR? ist die Temperatur (als skalare GréBe) bekannt:
Es ist f(x,y,2) =2 -z, also insbesondere f(z,0,0)=2-z.

3. Kurvenintegral
Dann ist der Flacheninhalt der Fliche zwischen dem Weg und der Temperatur diese
,,Summe aller Temperaturen®:
Wegen 7( (1 0 0) ist [F(t)] =1

t=10
1st/ fds-/ f(t,0,0) - dt:/ 2.t dt = [1})710 = 100
#=0 .
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Interessanter wére es vielleicht, den Mittelwert beziiglich des Weges zu berechnen, aber dann
miisste noch durch die Linge des Weges dividiert werden:

Jo fds
fclds

Lésung von Aufgabe 18.1a) Wegen 7(t) = (¢,0,0) ist f(7(¢)) = f(¢,0,0) =2 t.
Wegen 7(t) = (t,0,0) ist #*(¢) = (1,0,0) und damit ?(t)‘ = [(1,0,0)] = 1.

Also ist [, fds = f; f(@)) -
Zum Mittelwert:

Zeigen Sie, dass

der Mittelwert der Temperaturen auf diesem Weg ist.

Ao de= ;" 2-0) - 1de = [P = 100

Weg mittlere Temperatur Weg mittlere Temperatur

von bis | auf diesem Stiick Weg || von bis | auf diesem Stiick Weg
0 1 1 ) 6 11
1 2 3 6 7 13
2 3 5 7 8 15
3 4 7 8 9 17
4 5 9 9 10 19

Die Summe dieser mitleren Temperaturen betrigt 100, also ist der Mittelwert 10.

Die Summe dieser Temperaturen pro Wegeinheit betrégt - wie oben gerechnet, 100.

Jo fds
fclds

Andererseits ist [, 1ds = 010 (1) - 1dt = [t]=,” = 10 und damit

. = 10, und das ist

genau der Mittelwert.

18.1b) Die Aufgabe 18.1a) ist zu einfach. Sie zeigt nur den Umgang mit der Definition des

Kurvenintegrals. Also wird die Temperaturverteilung etwas komplizierter:

Essei G = R und C = {7(#)|0 < ¢t < 1} mit #(t) = (2-£,0,0) und f(z,y,2) = 3 - 22
fds

c

fclds

der Mittelwert der

Berechnen Sie das Kurvenintegral fc f ds und zeigen Sie, dass
Temperaturen auf diesem Weg ist.

18.1c) Nun wird auch noch der Weg veréndert:

Essei G = R und C = {7F(#)|0 < ¢t < 1} mit #(t) = (0,2 -¢,0) und f(z,y,2) = 3 - 22
Berechnen Sie das Kurvenintegral [, f ds.

18.1d) Auch die Aufgaben 18.1b) und 18.1¢) sind zu einfach, denn die Temperaturverteilung ist
nur von einer Komponente abhéngig. Also wird die Temperaturverteilung noch komplizierter.

Auch der Weg soll nun nicht mehr geradlinig verlaufen:
Es sei G = IR®. Berechnen Sie fiir das Skalarfeld

2

flz,y,2) = v —2)

T

das Kurvenintegral langs des Weges

241
7(t) = -+t 0<t<1

1 3
LB 42
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Lésung Aufgabe 18.1d)
Es ist der Weg definiert durch

z(t) ?+1
) = | y@) | = s+t
2(t) TotP—t+2
und folglich
_ Fr) = Fla(t),y(t), 2(t) = (y(t)x?tj(t))Q AL t2(+1 &
(G —( t+2)) (2-t—2)
B ?2+1 ?+1
x(t) 2.1
_ ) = | y@) | =] 2+1
z(t) 2 -1
und damit
") = V2 12+ +12+E-12=4- 2+t +2-2+1)+ ' —2-1241)

V242 0 +2=V2 ( +1)

[ -

Damit ist

b

GOINC

2.t—2)2
%'\/5'(2?4—1) dt

\/_/t—l

V21 1—?\/5%1.89

t=0

|
N S~

Ool»b »l>

Um dem Projekt ,,Paddler” nidherzukommen, geniigt es nun nicht mehr, Temperaturfelder
(Skalarfelder) zu betrachten, denn die Stromung im Gewdsser ist selten nur eindimensional:
Es gibt Stromungen in verschiedene Richtungen, zumeist in alle drei Achsenrichtungen. Daher
definieren wir nun neben den Skalarfeldern noch , Vektorfelder®. In einem Vektorfeld stellen
wir uns vor, dass zu jedem Punkt einer Fliche (oder des Raumes) ein Vektor (in Richtung und
Stiirke) gegeben ist - wie etwa ein Wind oder eben eine Stromung. Unter den Vektorfeldern
betrachten wir eine besondere Klasse, die ,,Potentialfelder®, denn in Potentialfeldern ldsst sich
die Arbeit eines Paddlers besonders einfach berechnen, weil die Arbeit zwar vom Anfang und
Ende des Weges, ansonsten aber nicht vom Weg abhéngig istE[).

Definition Potentialfeld

1) Fiir die Schwerkraft ist bekannt:
Wenn Sie an einem Ort mit der Hohe h iiber NN einen Koffer mit der Masse m um 20 ¢m anheben, diesen
beliebig weit tragen und ihn dann auf Hoéhe h + h; wieder um 20cm absetzen, dann betrigt die Arbeit
unabhingig vom Weg stets m - g - hy.
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Es sei G C R? (oder G' C IR?) ein einfach zusammenhingendes Gebiet, d.h. jede geschlossene
Kurve aus G lasst sich auf einen Punkt aus G zusammenziehen.

Ein Vektorfeld ® : G — IR? (oder ® : G — IR?) heifit Potentialfeld, wenn es eine Funktion
f+ G — IR gibt mit

-

® = grad (f) (1)

Aufgabe 18.2 Untersuchen Sie, ob das Vektorfeld
fo=r()=(0) =) -(5)
y v v(z,y) Ty
ein Potentialfeld ist.

Losung Aufgabe 18.2
Es wird hier eine Funktion ¢ = g(z,y) gesucht mit der Eigenschaft

()= ()
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Folglich muss gelten

1
g9(z,y) = / v - du, also g(z,y) = 5 - 2” + C(y)
und fiir diese Funktion g muss gelten

gyzyc-y,alsoi (1'1‘2—1—0(2/)) =zx-y

dy \2
u(Ialddamit
a—y(](y)z:z:-yoder@'(y)zfx-y-dy:%-zv-yz—i—(]*

d.h. C(y) ist auch von z abhingig. Also ist f kein Potentialfeld.

Aufgabe 18.3: Untersuchen Sie, ob das Vektorfeld

x u u(z,y, z) 2-x+4y
H) =D vy | = v | = vit,y,2) | =| 2+2-y-2
z w w(z,y, 2) V2 +2-z

ein Potentialfeld ist.

Losung Aufgabe 18.3:
Fiir G := IR® nehmen wir an, f : G — IR sei eine Funktion mit ®(Z) = grad (f(Z)).

fo(z,y,2)
Wegen grad (f (7)) = ( fy(z,y,2) | muss nach (1) fiir die Funktion f(Z) dann gelten

fz(xa Y, Z)
u(w,y, z) 2-z+y fa
v(z,y,z) | = z+2-y-2 | =] fy (2)
w(z,y, 2) Y422 f
1. Zeile

Wir versuchen, zunéchst die erste Zeile von (2) auszuwerten:
wz,y,2) =2-2+y=fa
Dann muss gelten

f(w,y,z):/fm(x,y,z)da::/(Q-x—i-y)d:z::w2+x-y+c(y,z) (3)

wobei ¢(y, z) eine beliebige Funktion von y und z sein darf - aber ¢(y, z) darf keine Funktion
von z sein.
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2. Zeile
Nun kennen wir die Funktion f(Z) schon etwas und kénnen mit dieser weiterrechnen:
0 0
Aus  f(z,y,2) =2 +z-y+c(y,z) folgt 8£ = 3y (:c2 —i—x-y—i—c(y,z)) =z +cy(y, 2)

Andererseits muss nach (2) gelten

v(z,y,2) =x+2-y-z2=fy
Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich durch Vergleich, dass
cy(y,2) =2y =z
gelten muss. Folglich ist

2 = [andy= [2yzdy =24 de) (4)

wobei d(z) eine Funktion von z sein kann.

Nach (3) ist daher

flay,z) =2’ +z-y+y* 2 +d(2) (5)
3. Zeile
Nun kennen wir die Funktion f(#) schon besser und kénnen mit Gleichung (5) weiterrechnen:
0 0
Aus  f(z,y,2) = 2°4zy+y?-z+d(z) folgt a—JZc =5, (x2 +roy+y’oz+ d(z)) =y’ +d,(2)

Andererseits muss nach (2) gelten

w(z,y, z) =y2+2-z=fz

Aus diesen beiden Gleichungen ergibt sich durch Vergleich, dass
d,(2) =2z

gelten muss. Folglich ist

Nach (5) ist daher
(5) f(x,y,z):x2+z-y+yg-z+z2+e (7)

fiir e = 0 ist also f(z,y,2) = 22 + 2z -y +y? - z + 22 eine Potentialfunktion des Vektorfeldes 3.
Damit ist ® ein Potentialfeld.

Integrabilitdtsbedingung
Ist & = (fzs [y, f) ein Potentialfeld in einem Gebiet G C IR?, so gilt dort

Ofe _0Jy Ofy _0Ff. Ofe _ 0

oy or ' 0z oy T 0Oz or

o5 _ 04,
oy or

In der Ebene (also fiir G C IR?) reduziert sich die Integrabilititsbedingung auf

siehe auch Aufgabe 18.5
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Kurvenintegral in einem Vektorfeld

Es sei G C IR? ein einfach zusammenhiingendes Gebiet.
Fiir ein Vektorfeld ® : G — IR und einen glatten Weg C' = {#(t)]a < t < b} in G ist das
Kurvenintegral in dem Vektorfeld ¢ definiert durch

/Cq?df':: /ab & (7(t)) o #(t) dt

wobei o das Skalarprodukt kennzeichnet.

Aufgabe 18.4:

Es sei G = IR%.

Berechnen Sie fiir das Vektorfeld
G — IR?

- T 0

¢ y — sin(2 -7 - x)
z cos(2 -7 - x)

das Kurvenintegral [, & a7
a) fiir die geradlinige Verbindung C' vom
Punkt P = (0,0,0) zum Punkt @ = (1,0,0)

b) fiir die geradlinige Verbindung C' vom

1 Aufgabe 18.4
Punkt P = (07 07 0) zum Punkt Q = (57 07 0) Vektorfeld

-

O(7) = (0,sin(2- 7 - x),cos(2 -7 - x))

1 1
c) fiir die geradlinige Verbindung C' vom Punkt P = (Z’ 0,0) zum Punkt Q) = (Z’ 1,0)

d) fiir den parabelformigen Weg C' vom Punkt P = (0,0, 0) zum Punkt @ = (1,0, 0) mit dem
1
Parabelscheitel in dem Punkt S = (5, 0,1)

e) fiir den parabelférmigen Weg C aus Aufgabe 18.4d) vom Punkt P = (0,0, 0) zum Parabel-
1
scheitel S = (570, 1)
1
f) fiir den parabelformigen Weg C' aus Aufgabe 18.4d) vom Parabelscheitel S = (5, 0,1) zum
Punkt @ = (1,0,0).

Lésung von Aufgabe 18.4a)

t 1 0
Esist#(t) = | 0 | mit0 <t < 1unddamit7(#) = | 0 | sowie ® (7(¢)) = | sin(2 -7 -1)
0 0 cos(2 -7 - t)
Damit ist dann
0 1



Windelberg: Mathematik fiir Ingenieure, Kapitel 18 Stand: 18. August 2008 18008

L6sung von Aufgabe 18.4b)

t 1
t L 0
2 . 2 .
Esist 7(¢) = [ 0 | mit 0 <¢ <1 und damit 7(¢) = [ 0 | sowie ® (7(¢)) = | sin(7-t)
0 0 cos(m - t)
. t=1 0 z
Damit ist dann / b dr = / sin(m-t) | o O | dt=0
¢ t=0 cos(m - t) 0

Interpretation des Ergebnisses von Aufgabe 18.4b) Die durch das Vektorfeld ® beschriebene
Kraft (Stromung oder Wind) wirkt an jeder Stelle des Weges senkrecht zur Wegrichtung. Dann
ist die Arbeit, die zum Zuriicklegen des Weges erforderlich ist, gleich Null.

Was geschieht, wenn der Weg nicht senkrecht zur Kraftrichtung steht?

L6sung von Aufgabe 18.4c)

L 0
Es ist #(t) = t | mit0<t<1und damit Ft)y=1{ 1
0 0
0
sowie @ (7(t)) = | sin(%) | = 1
cos(%) 0
=t [0 0
1 1

Damit ist dann / & di = / o dt =1
C t=0 0 0

Interpretation des Ergebnisses von Aufgabe 18.4¢): Es gibt Riickenwind: Die Kraft unterstiitzt
das Fortkommen auf dem Weg und leistet dabei die Arbeit 1.

Lésung von Aufgabe 18.4d)

O =

Es ist 7(1) 0 mit 0 < ¢ < 1 und damit 7#(¢) =

|
co
—~
~
|
N | =
~—

sowie <I> s1n

Damit ist dann

. t=0.5 0 1
/ o drf = / sin(2-7-t) | o 0 dt
c t

=0 cos(2-m-t) -8 (t—3)

- /;01 cos(2- 7 - 1) - (—8-(t— %)) dt

t=1 =1
= —8-/ t-cos(?-ﬂ-t)dt+4-/ cos(2-m-t)dt
¢

9 =1y t=1
= [ — - (cos(2-m-t)+2-m-t-sin(2-7- t))} + [— -sin(2 -7 - t)]
T =0 LT =0

= 04+0=0

Interpretation des Ergebnisses von Aufgabe 18.4d): Dieses Ergebnis ist unerwartet.
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L6ésung von Aufgabe 18.4e)
Unter Verwendung der Ergebnisse aus Aufgabe 18.4d) ergibt sich

B 5 =05 g t=0.5
/CDdF = {——2~(cos(2-7r~t)+2~7r-t~sin(2-7r-t))] +{—-Sin(2-7r~t)]
c T =0 @ =0

= —% < [cos(m) + 7 - sin(7) — (cos(0) + 0)] + % + [sin(m) — sin(0)]
_ _%.[_1_1“0:%%0.405

Interpretation des Ergebnisses von Aufgabe 18.4e): Und welche Arbeit ist dann auf dem Rest
des Weges aus Aufgabe 18.4d), also von S bis @), zu erwarten?

Lésung von Aufgabe 18.4f)
Unter Verwendung der Ergebnisse aus Aufgabe 18.4d) ergibt sich

) 2 =2 =
/ bdr = |:__2'(COS(Q'W't)+2'7T't'Sin(2'7T't)):| + [—-sin(2-7r-t)]
c T —0.5 m £=0.5

92 2

= ——-[cos(2-m)+2-7-sin(2-7) — (cos(m) + 7 - sin(m))] + = - [sin(2 - 7) — sin(7)]
T T
2 2

- 2 140- (-1 Z.lo-
= [1+0—( +0)]+7T [0—0]
4 2 4
T T 7

Interpretation des Ergebnisses von Aufgabe 18.4f): Vergleich der drei Ergebnisse [ 18.4d), 18.4¢)
und 18.4f) | bestétigt dann, dass diese Art der Formulierung der Arbeit richtig sein kénnte.
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Aufgabe 18.5:

Es seien
G={(z,y,z)|[re Ryec R, z>0}

und e
G SR é

-1
= x T
: Y — 2-x-y- 271
z 1 — T y —2 e
18.5a) Untersuchen Sie, ob das Vektorfeld i

auf G ein Potentialfeld ist.

18.5b) Berechnen Sie fiir das Vektorfeld aus
Aufgabe 18.5a) fiir die geradlinige Verbin-
dung C vom Punkt P = (1,1, 1,) zum Punkt
Q@ = (2,3,4) das Kurvenintegral [, d dr.

Bild zu Aufgabe 18.5
Lésung von Aufgabe 18.5 (direkte Rechnung):

C = {FB]0<t<1}={1,1,1)+t ((2,3,4)— (1,1,1)) |0<t<1}
x(t)
= y(t)) lz(t)=1+t,yt)=14+2-t,2(t) =1+3-t,0<t<1
2(t)

Damit ist

_ (1+2-t)2-(1+3-¢)!
Ft)=(1,2,3) und DFE)) = 2-(1+8)-(1+2-1)-1+3-1)"
T—(+8)-(14+2-0)*- (1+3-1)72

Folglich ist

(1+2-t)2-(1+3-¢)1 1

1 1
/cﬁdf = / 5(F(t))of(t)dt:/ 2-(14+8)-1+2-1)-1+3-t)L Jol 2 | dt
c 0 0 1—(14+¢)-(14+2-)*-(1+3-t)2 3
1 (142- 9. . . . . 1)2
_ / +2-1)? Y (14+¢)-(1+2-¢) L3 1_(1+t) (1+2-1) 5
o \1+3-t 1+3-¢ (1+3-1)?
1 2 _1_ .42
_ / 5+16-t+12-82 1 t+4-2)
0 1+3-¢ (1+3-1)?
2 3 1 2
_ / 5434 t+63 2424t dt:/ §‘t+g_ 2 "
0 14+3-1)? o \3 9 (1+3-1)?
1 13

Lo W~

/ 2 59 [2 177 59
TN S S == - =_
9 Jo (1+3-1)? 9 27 143-t],., 9 18 2
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Hilfssatz fiir eine alternative Losung der Aufgabe 18.5:
(,, Integrabilititsbedingung und Potential“ aus REP Seite 543):

fiir G C IR%:
Es sei G C IR? ein einfach zusammenhingendes Gebiet, d.h. jede geschlossene Kurve aus G list
sich auf einen Punkt aus G zusammengiehen.

G - R
Ein Vektorfeld & : < x ) N ( u(z,y) ) besitzt auf dem Gebiet G genau dann eine
v(z,y)

y (z,
Potentialfunktion f : G — IR, wenn u und v stetige partielle Ableitungen besitzen und die

Bedingung
Uy = Uy (1.2)

erfiillt ist. Dann ist die Potentialfunktion f definiert durch
t=x t:y
faw) = [ uttydis [ ot
t=x9 t=yo
wobei (z9,yo) ein beliebiger Punkt aus G ist.

fir G C IR%:
lautet die Bedingung (1.2)

wy=v, und wu, =w,; und u, =1, (1.3)

und die Potentialfunktion f ist definiert durch

t=x t=y t=z
f(xayaz) :/ U(t,y,Z) dt+/ v(mo’taz) dt+/ w(HTOa?/Oat) dt
t

=0 t=yo t=zg

wobei (zg,yo, z0) ein beliebiger Punkt aus G ist.

Losung der Aufgabe 18.5

Die Losung des Kurvenintegrals ist wegunabhéngig, da das Vektorfeld ein Potentialfeld ist,
denn es gilt:

_ -2 _
Wy = —2-T -y 27" =10,
u, = —y? - 272 = w, sowie

_ -1 _

Uy =2y 2 " = Uy

Daher ist das Vektorfeld ® auf G ein Potentialfeld und es gilt fiir ein (xg, yo, 20) € G-

flx,y,2) = /tw(i/Q'Z1)dt+/ty(2'ilfo-t-z1)dt+/tz(1—$o-y§-t2)dt
t=x¢ t=yo t=z0
= [zt Zio + [mg - - z‘l}zzo [t + 2o -y - t—l}tzz
= (P tr—yt e m) (w0t — gy )
+(Z—|—x0-y§-zfl_zo_xo.yg.zal)

= 2t a+z24+C

t:ZO

Folglich ist
/ q;dfzf(2,3,4) - f(1,1,1) = (9+4> -(1+1)=—
c 4 2
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Aus der Physik ist bekannt:
Arbeit = Kraft - Weg
(eindimensional). Wenn sich die Kraft mit dem Weg dndert, also z.B. Kraft=K = K(z),
und wenn der Weg ldngs der z-Achse verliuft von z = z, bis x = ., so wird die Arbeit
entsprechend aufgeteilt: o
Arbeit = / K(z)dz

T=Zq
Wenn eine Kraft K als (zweidimensionaler) Vektor geschrieben werden soll, also K = K (z,y),
und wenn auch der Weg zweidimensional beschrieben wird, also 7(¢) = (x(¢), y(¢)) mit
ty <t <te, so ergibt sich obige Definition, d.h.

t=te

Arbeit = K (z,y) o 7(t) dt
t=t,

Wenn daher eine Kraft K definiert wird durch K = K () = (5,0), dann ist diese Kraft an
jeder Stelle in der Ebene, also in jedem Punkt (z,y), konstant und zeigt in Richtung (1,0) in

der Stiarke 5 (z.B. in N).
Wenn dann ein Weg beschrieben wird durch 7(t) = (z(t),y(t)) = ( 0) mit 1 <t < 3, dann
t

soll die Kraft K auf diesem Weg angewandt werden. Da #() = 1 - (1,0) ist, ergibt sich fiir
die Arbeit
t=3 =3
Arbeit :/ (5,0) o (1,0) dt :/ 5dt =[5-1I23 =10
t=1 =1
Anwendung:

Es sei G C IR" mit n = 2 oder n = 3 ein einfach zusammenhéngendes Gebiet.

Die Arbeit A, die notwendig ist, um ein Fahrzeug der Masse 1 durch ein Vektorfeld d:G =
IR" lings des glatten Weges C' = {7(t) |a < ¢ < b} von 7(a) nach 7(b) zu schieben, ergibt sich
in der Physik als A = [, d dr.

Aufgabe 18.6: Paddler

Ein Paddler umkreist mit Abstand R zunichst einen Strudel (Nullpunkt), der links von ihm
liegt, und anschliessend eine Boje (im Punkt B = (2 - R,0)), die ebenfalls zu seiner Linken

liegt.
IR? — R?
Die Stromung sei gegeben durch das Vektorfeld & : ( x ) L ( —y )
y $2+y2 T

Berechnen Sie die Arbeit, die die Stromung dem Paddler bei seinen Umkreisungen abnimmt.
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Losung der Aufgabe 18.6:
Der Strudel erzeugt das in der Aufgabe beschriebene Vektorfeld

b=y ()

Nach obigen Betrachtungen wird die Arbeit, die die Stromung dem Paddler bei der Umkreisung
des Strudels auf dem Weg C' = {Z(t) = R - (cos(t),sin(¢)) |0 < ¢t < 2 -7} im Uhrzeigersinn
abnimmt, bestimmt durch das Kurvenintegral

A:/cﬁ-df
c

A= / & (1)) - #(1) - dt
Hier ist Z(t) = R - (cos(t),sin(¢)) und folglich

1. @ (#(t)) = ® (R cos(t), R-sin(t)) = 2 - (—R - sin(t), R - cos(t))

also

2. Z(t) = R (—sin(t), cos(t))

Damit kann dann das Integral A berechnet werden:

Tl —R - sin(t) —R -sin(t) t=2-7
A:/t:o ﬁ( R - cos(t) )o( R - cos(t) >-dt:/t:0 1-dt=2-7

(d.h. die Arbeit ist unabhingig vom Abstand R von dem Strudel.)

Nun soll noch um die Boje gepaddelt werden, die sich im Punkt (2 - R,0) befindet.
In diesem Fall ist

C={Zt)=(2-R+R-cos(t),R-sin(t)) 0<t<2-7}

und folglich .
Z(t) = (=R -sin(t), R - cos(t))

Dann ist
e 1 —R - sin(t) —R - sin(t)
A = 2 . : ° - dt
=0 (2- R+ R-cos(t))” + R? - sin®(t) 2-R+R-cos(t) R - cos(t)
t=2-mw 1
= — (1 +2- t)) - dt
/to 544 - cos(t) (1+2- cos(t)
)7
Wie soll dieses Integral gelost werden? o / .
Wir machen uns zuniichst eine Zeichnung. o " ’ v ’
=7 14 9.
A - 9. / +2 - cos(t Ll -
=0 D+4-cos(t

=0

= [Farcton (3 -1an (); t))} :
o ()]

Bild zu Aufgabe 18.6 (Paddler)
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Wie wiirde die ,,schulméfiige” Bearbeitung dieses Problems lauten?

Auch nach F+H gibt es zwei Moglichkeiten:

a) Tabelle unbestimmter Integrale (F+H 8.3)

t=2-m 1
A = —_— (1 +2- t)) - dt
/tO 5+4-cos(t) (1+2-cos(t))

t=2-7 t=2-w
1 t
_ / _.dHQ./ _cos(t)
—o D +4-cos(t) =0 O+d-cos(t)

N

F+H216 mit a=1,b=5,c=1
t=2-7 1
~ | e
—o D +4-cos(t)

" t=2-w 5 +=2.7 1
2 n - —— - dt
i (L]to 4 /tzo 544 - cos(t)

6 t=2-m 1
= —. — - dt
4 /tzo 5+ 4 - cos(t) o

F+H215 mit a=1,b=5,c=4,b>c

6 2 (5—4)tan (&) \ ]
= —— . |——— -arctan
4712516 V25— 16 .

6 12 o (L . (¢ t:“+ o (L (1 t:“Jr
= —— - |--arctan | - -tan { < = — |arctan | = - tan [ -
103 3 2) )], " 37 \2) )], "

= — (arctan (0) — arctan (0)) + 7 =7

N

+7

Dieses Ergebnis ist - nach Vergleich mit der Zeichnung - falsch!

Nach MAPLE ist

/ 1 2 1 t
— . dt=--arctan | = -tan | =
5+4-cos(t) 3 3 2

/t“ 1 2.7
- @y =2"
=0 D+4-cos(t) 3

Andererseits ist (auch nach MAPLE)

2 ) 1 . t t=2m 0
—-arctan [ - -tan | = =
3 3 2) )1

Also zeigt MAPLE zwei verschiedene Ergebnisse; ist eines davon richtig?

und
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b) Generalsubstitution (F+H 8.1.5)

A _ / S S
i—o O +4-cos(t)
z = tan (3)
cos(t) = ﬂij
dt _124?2 =242 };ii 2-dx
Lis R

Stand: 18. August 2008

(14 2-cos(t)) - dt

/ 5+4-
L.

t=2.w
t=2-mw 6_2 l'

- 2 7y 4T
=0 (9+2?)-(1+2?)
t=2-m

Partialbruchzerlegung /
t=

B / =2-7 3
\t:(] 9+[132

)+2-(1—2?) 2
+:E2)+4 (1—2%) 1+a?
1
-d
<9+x2 * 1+x2> v
t=2-w 1
~dx +/ ~dx
=0 ]. + IQ
F+H Integr;lrQQ,Xziiz—&-m?
t=2-m
t=2-7

1 x
= —3 - - - arctan (—)
oo (3)]

T t=2-mw
= [arctan(m) — arctan (5)}

t=0

[*IES
N—r’

m:tan(

+ [arctan(z)], <,

o arctan(tan(r)) — arctan (@)

— (arctan(tan(0)) — arctan (tan(0))) =0

Dieses Ergebnis ist richtig!

Bemerkung zur Partialbruchzerlegung: Es gibt reelle Zahlen A, B, C, D mit

6—2-a? _

(94 22)- (1 4+ 22)

denn durch die ,,Hauptnennermethode*
Hauptnenner gebracht wird), erhélt man

6—2- 12

A+B- -z
9+ 22

C+D-x
1+ 22

18015

(d.h. dadurch, dass die rechte Seite auf den

A+A-22+B-2+B-24+9-C+C-2°24+9-D-2+D -2

9+ 22)- (1 4+ 2?) (94 22) - (1 + 2?)

(A+9-C)+

(B+9-D)-2+(A+C)-2*+ (B+D)-2?

(94 22) - (14 2?)
Durch Koeffizientenvergleich der Zahler ergibt sich

A+9-C=6 }:> —2-C+4+9-C=6=C=1
A+C=-2 =A=-2-C A=-3
{B+9-D:0 }:{—D+9~D:0:»D:0
B+D=0 = B=-D B=0
Also ist
6 —2- a2 _ —=340-z 140-z
(9+22)- (1+22) 9+a2 1+ 22
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Aufgabe 18.7:
Es sei das folgende Vektorfeld v gegeben:

x 2z -sin(y) — 22 - sin(x)
7l y | = z? - cos(y)
z 2.z -cos(x)

a) Geben Sie eine Potentialfunktion f von & an, falls eine solche existiert.

b) Ferner sei ein Weg in IR* gegeben:

el + 120
C = 5 0<t<1
7+ 1
Berechnen Sie das Kurvenintegral / d - dr.
c

L6sung von Aufgabe 18.7a)
Wenn es ein Potential f : R* — IR von d gibt, dann gilt:
0= grad(f) = (fu, fy: f2)
oder
f(x,y,2) = [v1-de = 2* -sin(y) + 2% - cos(z) + C(y, 2)
f(z,y,2) = [vy-dy = 2? - sin(y) + C(z, 2)
flz,y,2) = [vs-dz = 2% cos(z) + C(z,y)
Also gibt es eine Stammfunktion f: es gilt

f(@,y,2) = [v1-dx =x*-sin(y) + 2* - cos(z) + K

(40)

Lésung von Aufgabe 18.7b)
Das Kurvenintegral ist definiert durch .
Je@-d7 = [2) 8 (t),y(t), 2(t) 0 C(t) - dt

t=0
Da ¢ eine Stammfunktion besitzt, ist das Kurvenintegral wegunabhéngig und es gilt

JZo 5@(),y(®), 2(1)) 0 (1) - dt = f(w(1),y(1), 2(1)) = f((0),y(0), 2(0))

r(l)=el+1%=e+1 y(1)=1°=1
z(0) =€+ 0% =1 y(0)=0"=0 2(0)=0"+1=1

also ist wegen

Hier ist {

(), y(t), 2(t) = x(t)” - sin(y(1)) + 2(t)” - cos(x(t))

einerseits

f(x(1),y(1),2(1)) = (e+1)*-sin(1) +4-cos(e + 1) +2-e+2

und andererseits

f(x(0),y(0),2(0)) =1-sin(0) + 1 - cos(1) = cos(1) ~ 0.54,

also

f(z(1),y(1), 2(1)) — f (2(0),y(0), 2(0)) = (e +1)* - sin(1) + 4 - cos(e + 1) — cos(1).
Damit ist dann das Kurvenintegral berechnet:

/ 7-di = (e +1)%-sin(1) + 4 cos(e + 1) — cos(1) ~ 13.8 - 0.84 — 4- 0.84 — 0.54 ~ 7.69
C
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