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19 Stromung und Differentialgleichung

Aufgabe 19.1:
Es sei bekannt, dass die Oberflichen-Stromungsverhiltnisse auf einem (unbekannten) Meer
gegeben sind durch das Vektorfeld

Uz, y) = (y,2)
Auf diesem Meer befindet sich in der Position B = (—3,5) ein Boot, dessen Motor defekt ist
und daher im Meer treibt.

a) Zeigen Sie, dass das treibende Boot nach endlich langer Zeit den Hafen in der Position
H = (3,5) errreicht.

b) Bestimmen Sie die Anzahl der Zeiteinheiten, wenn das Boot mit einer Geschwindigkeit
von u = 0.5 Wegeinheiten pro Zeiteinheit treibt.

Lésung Aufgabe 19.1: A. Geometrische (iterative) Losung
Am Ort B = (zg,4) = (—3,5) stromt das Wasser in Richtung ¢ = (yo, ) = (5, —3). Eine
Wegeinheit (d.h. ein Weg der Lénge 1) in dieser Richtung wird daher durch den Vektor

T ~ (0.857,0.514)

1 1

beschrieben.

Das Boot treibt langsamer als die Stromung; wir messen, dass die Geschwindigkeit

’u = 0.5 Wegeinheiten pro Zeiteinheit‘

betriigt. Daher kann der Ort (x,y;) angegeben werden, an dem sich das Boot nach einer
Zeiteinheit befindet:

(z1,11) = (w0, Yo)+0.5:Ty &~ (—3,5)+0.5-(0.857,0.514) ~ (—3+0.429) , 5—0.257) ~ (—2.571,4.743)

Ein kleines Programm wiirde dann etwa wie folgt aussehen:

u=.5

x0 = -3: y0 =5

PRINT "Geschwindigkeit: u="; u;" Wegeinheiten pro Zeiteinheit"
PRINT 1; x0; yO

FOR i =1 TO 13

x1 =x0 +u/ SQR(x0 ~ 2 +y0 =~ 2) *x yO
yl =y0 +u/ SQR(x0 ~ 2 + yO =~ 2) * x0
PRINT i; x1; y1

x0 = x1: yO = y1

NEXT i

END
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Dieses Programm liefert dann folgende 13 Punkte:

u=.D
x Y l x Y
-3 5 7 10.256 | 3.844
-2.571 | 4.743 & 10.755 | 3.877

-2.132 | 4.504 || 9| 1.246 | 3.973
-1.680 | 4.291 || 10 | 1.723 | 4.123
-1.214 | 4.108 || 11 | 2.184 | 4.315
-0.735 | 3.967 || 12 | 2.630 | 4.541
-0.243 | 3.876 || 13 | 3.063 | 4.792

DU W N~ O .

Im 13. Zeitschritt wird also etwa die Position des Hafens erreicht.

Wenn das Boot langsamer treibt, wird es den Hafen in der Position H = (3,5) besser treffen!

Wenn also das Boot z.B. nur mit einer Geschwindigkeit von u = 0.01 Wegeinheiten pro Zeit-
einheit treibt, dann wird der Hafen sehr viel genauer erreicht: nach 641 Zeiteinheiten erreicht
das Boot den Punkt (3.005,4.998).

Aufstellung einer Differentialgleichung:

Die Anderung der beiden Variablen z und y mit der Zeit(einheit) kann nun wie folgt beschrie-
ben werden:

dx u d dy U
=81 o= T ~——"Y ul & TN Y%= o —=—— %0
dt N dt Vi + s

und folglich

u

dy 5 * Lo
L VA A To

S dr — Yo Yo
dt w3+

Y

Damit lautet die Differentialgleichung

Diese Differentialgleichung hat die Form

y' = f(z)-g(y)

und soll daher mit dem Verfahren Trennung der Veranderlichen geltst werden.

Losung Aufgabe 19.1: B. Losung der Differentialgleichung
Fall g(y) = 0: Es ist g(y) = i Daher kommt dieser Fall nicht vor.

Fall g(y) # 0: Nach TdV gilt nun

/%:/f(x)-da:z/x-dxz%-f%—c

1 dy 1
Wegen ¢g(y) = — ilt/—:/y-dy:_.y2
gen gy = 8 9(y) 2

und damit insgesamt — - y*> = = - 1% + c oder y* — 2> = ¢*

d.h. die Differentialgleichung beschreibt Hyperbeln, die zur y-Axchse getffnet und deren Asym-
ptoten die Winkelhabierenden sind.



Windelberg: Mathematik fiir Ingenieure, Kapitel 19 Stand: 18. August 2008 19003

Aufgabe 19.2:
Ein Fluf} strémt im Streifen 0 < z < 1 mit der Wassergeschwindigkeit

W= (0,2-2-(1—x)) pro Zeiteinheit At

Zur Zeit t = 0 startet der Schwimmer im Punkt (1,0) zur FluBliiberquerung. Dabei schwimmt
er mit der konstanten Relativgeschwindigkeit v = 1/10 pro Zeiteinheit A ¢ und immer in Rich-
tung auf einen Zielpunkt (0,0). Geben Sie die Bahnkurve des Schwimmers an.

L6sung Aufgabe 19.2: A. Geometrische (iterative) Losung

Von einem Startpunkt Py = (xo, o) erreicht der Schwimmer wihrend eines festzusetzenden
Zeitintervalls At den Ort (z9,ys2), wobei sich die Stromungsgeschwindigkeit des Wassers und
die Schwimmgeschwindigkeit des Schwimmers vektoriell addieren.

Wir wihlen folgende Routine
1. Startpunkt: Py = (zo,%0) = (1,0)

2. Schwimmbewegung: Wahrend einer Zeiteinheit At schwimmt er in Richtung auf den
Punkt (0,0) um das Stiick

- - - 1 0
schwimm_ = v - 2% =, Qyo 5 -At=0.1- (—, —) = (—0.1,0)
\/3504‘?10 \/5504‘?/0 11

Dann hitte der Schwimmer den Ort 21, y;) = (1—0.1,0) erreicht, wenn es keine Strémung
gibe.

3. Stromversetzung: Von diesem Ort (z1,y;) wird er wihrend dieser Zeiteinheit A ¢ von der
Stromung transportiert:

strom” = (0,w(z)-At)=(0,2-21-(1—2,)-1)=(0,2-0.1-(1—0.1)) = (0, 0.18)

Dann hat der Schwimmer nach Ablauf der ersten Zeiteinheit also den Ort
(x9,72) = (0.9,0.18) erreicht. (In , Wirklichkeit“ wiirden die beiden Bewegungen gleich-
zeitig verlaufen.)

Wenn wir nun (zo, y) := (22, y2) setzen, dann kénnen wir die oben genannte Routine wieder-
holen und erhalten den Punkt, an dem sich der Schwimmer nach der 2. Minute befindet. ...

Ein kleines Programm wiirde dann etwa wie folgt aussehen:

v=20.1: x0=1: y0 =0

PRINT 1, x0, yO

FOR 1 = 1 TO 6000

xl = x0 - v *x x0 / SQR(x0 * x0 + yO * y0)

yl = y0 - v *x yO / SQR(x0 * x0 + yO * y0) + 2 * x0 *x (1 - x0)
PRINT i, x1, y1

x0 = x1: yO = y1

IF x0 < 0 THEN PRINT i: GOTO 1

NEXT i

1 END
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Die ersten 10 Koordinaten lauten

i X y i X y i X y
0 | 1.000 | 0.000 51 0.604 | 1.603 10 | 0.485 | 3.604
110.900 | 0.180 6 | 0.568 | 2.000 11 | 0.472 | 4.004
210.802 | 0.478 71 0.541 | 2.400 12 1 0.460 | 4.401
31 0.716 | 0.833 8 1 0.519 | 2.802 13 | 0.450 | 4.797
410.651 | 1.212 91 0.501 | 3.203 14 | 0.441 | 5.190

Damit erhélt man die Bahnkurve des Schwimmers als Ergebnis von 5747 Zeitintervall-Schritten.
Diese Kurve hat ihr Maximum nach 2185 Schritten bei x = 0.053; an dieser Stelle betrigt der
zugehorige y—Wert y = 204.6.

graphische Losung von Aufgabe 19.2:

Wenn sich der Schwimmer an einem belie-
bigen Punkt (z,,y,) befindet, dann wird er V]
von dort durch seine Schwimmbewegung zum

Ort /

T Yn
(I 1;9) = (I,y)—U' . ’ At
n+ s ny Yn \/Z‘%—i—yg \/l‘%—l—y% v \
/

und durch die Stréomung zum Ort i \

(In+1a yn+1) = (I'ﬂ«—‘rla ys) + (07 2 Tyyq (1 - In+1)) s

~
/
W

befordert. Dann ist

. Ay
hmAHOA—m

. Yn+1 — Y
— lim 2t Im

—gim L2 (1), 1+(9)2 w(x) \

Bild zu Aufgabe 19.2

Aufstellung einer Differentialgleichung:
Dann gilt:

dy 'y 2 y\?
= L2 T (1—=2x)4/1 (_)
Y dez x v v 2 + T

Diese Differentialgleichung ist eine Ahnlichkeits-Differentialgleichung.
Wir werden sie als Aufgabe 20.5 16sen



	Strömung und Differentialgleichung

