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2 Kegelschnitte, Normalformen und Konstruktion

Aufgabe 2.1 bis 2.5: Parabeln

Aufgabe 2.6 bis 2.9: Kreis, Elipse, Hyperbel
Aufgabe 2.10 bis 2.12: Ungleichungen
Aufgabe 2.13: Kurvendiskussion

Aufgabe 2.1:

Normalformen (F+H 2.3)7:
nach rechts/links gedffnete Parabel: (y — y,)? =2-p- (v — x)

nach oben/unten gedffnete Parabel: (v — z,)? =2-p- (y — ys)
(x5, ys) heisst der Scheitelpunkt und p die Offnung der Parabel.

¢ Formeln und Hilfen zur Hoheren Mathematik, Verlag Binomi

2.1 Zeichnen und bestimmen Sie die Normalform der folgenden Parabeln
a) durch die Punkte P, = (1,0), P, = (2,1) und P3 = (0,1)
b) durch P, P, und P, = (2,-1)
¢) durch P, Ps = (2,—2) und Ps = (0, —2)
2.2 Bestimmen Sie die Tangenten vom Punkt P; = (3,3) an die Parabel durch P;, P, und
Ps.

2.3 Bestimmen Sie die Normalen vom Punkt P; = (3,3) auf die Parabel durch P;, P, und
Ps.

2.4 Bestimmen Sie fiir die Parabel K durch P;, P, und P; eine Gerade L (die Leitlinie der
Parabel) und einen Punkt F' (den Brennpunkt der Parabel) so, dass gilt:
Die Parabel K ist die Menge aller Punkte P, die zu der Leitlinie L und dem Brennpunkt
jeweils gleichen Abstand haben. (siehe auch F+H 17.9)

2.5 Zeigen Sie: Zur Symmetrieachse einer Parabel einfallende parallele Strahlen werden an der
Parabel derart reflektiert, dass sie durch den Brennpunkt verlaufen.
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Lésung Aufgabe 2.1:

2002

Tangentenbedingung

Eine Tangente, die den Graphen der Funktion y = f(z) in einem Beriithrpunkt (Z, f(z))
trifft, hat die Gleichung

y=m-x+n mit m=f(z) und f(z)=m-z+n
also
y=f'(@) 2+ (f2) - f@) 2) = f@)+ f(2) (2 - 2) (1)

Wenn diese Tangente durch einen Punkt P = (zg,yo) gehen soll, muss die folgende
, Tangentenbedingung® erfiillt sein:

yo = f(Z)+ f(Z) - (g — ) oder f'(z)= (2)

Normalenbedingung

Eine Normale, die den Graphen der Funktion y = f(z) in einem Beriihrpunkt (z, f(z))
trifft, hat die Gleichung

i S un I)=m-T+n
y=m-x+n mit m= () d f(z) +
also
! G S N N
1= 5o+ (104 757°7) =7y -9+ 7@ )

Wenn diese Normale durch einen Punkt P = (zg,y9) gehen soll, muss die folgende
»Normalenbedingung® erfiillt sein:

1 T — x

yoz—m'(xo—f)+f(f) oder f,(f):—m (4)
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Losung Aufgabe 2.1 (Normalformen):

0),P2:(271) undsz(

a) Parabel durch die Punkte P, = (1, 0,1)
(- 1)? =y mit (2,,5,) = (1,0) und p = 1.

Die Gleichung der Parabel laute

b) Parabel durch die Punkte Py, P, und P, = (2,—1)
Die Gleichung der Parabel lautet y? = (z — 1) mit (z,, y,) = (1,0) und p = 1.

¢) Parabel durch die Punkte P, Ps = (2,—2) und Ps = (0, —2)

1
Die Gleichung der Parabel lautet (z — 1) = —5Y mit (z,ys) = (1,0) und p = —1.

Losung Aufgabe 2.2 (Tangenten):
Tangenten vom Punkt P; = (3,3) an die Parabel durch P, P, und P;
Es ist nach 2.1a) y = (z — 1)? die Gleichung der Parabel durch die drei Punkte P;, P, und P;.
Folglich gilt fiir einen Punkt (Z, f(Z)) auf dieser Parabel f(Z) = (¥ — 1)2. Ferner ist f'(x) =
2 - (xz — 1) und folglich f'(z) =2-(Z — 1). In der Gleichung ({2) ist mit (z¢,v0) = Pr = (3, 3)
dann B )

2. (x—1)= M

r—3

Hieraus ergibt sich
2. (-1)-(z-3)=2*-2-T+1—-3o0derz?—6-T+8=10
Damit ergeben sich folgende Beriihrpunkte auf der Parabel fiir Tangenten von dem Punkt P
an die Parabel:
Pg = (479) und Pg = (2,1)

Losung Aufgabe 2.3 (Normalen):
Normalen vom Punkt P; = (3, 3) auf die Parabel durch P, P, und P;
Es ist nach 2.1a) y = (z — 1)? die Gleichung der Parabel durch die drei Punkte P, P, und P.
Folglich gilt fiir einen Punkt (7, f(z)) auf dieser Parabel f(z) = (z — 1)?. Ferner ist f'(z) =
2 (z — 1) und folglich f'(z) =2 (z — 1). In der Gleichung () ist mit (zg,v0) = Pr = (3,3)
dann 53

2@l =G93
Hieraus ergibt sich
2-(z—1)-[(z—1)?—-3]=—zx+3o0der2-2° —6-2>+z2+1=0
Damit ergibt sich zunfichst folgende Wertetabelle fiir die Kurve y =223 —6- 2% + 2 + 1 zur
Bestimmung der Losungen dieser Gleichung:

Z Y z Y Z Yy
-0.76 | -4.13 -0.52 | -1.46 -0.29 | 0.18
-0.05 | 0.94 0.19 | 0.99 0.43 | 0.48
0.67 | -0.41 0.90 | -1.53 1.14 | -2.71

1.38 | -3.79 1.62 | -4.62 1.86 | -5.03
2.10 | -4.85 233 -3.93 2.57 | -2.10
2.81 | 0.80 3.05 | 4.93 3.29 | 10.45
3.52 | 17.53 3.76 | 26.33 4.00 | 37.00
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Daraus ergeben sich folgende Schnittpunkte auf der Parabel fiir Normalen von dem Punkt P;

an die Parabel:
P10 == (275, 307), P11 == (057, 019) und P12 == (—032, 172)

\ y
\

/ —

oo

Aufgabe 2.1 Parabeln

y y

U l
: | |
o o\

Aufgabe 2.3 Wertetabelle Aufgabe 2.3 Nullstellen
y=2-22—6-12+z+1 y=2-22—6-2+z+1
L6sung Aufgabe 2.4 (Geometrischer Ort: Leitlinie und Brennpunkt):
1
Es seien L die durch die Gleichung y = 1 beschriebene Gerade und F' der Punkt

1
F=(xp,yr) = (1, Z) Ferner sei P = (z,,y,) ein beliebiger Punkt auf der nach Aufgabe 2.1a
bestimmten Parabel y = (z — 1)? durch die Punkte P, P, und P, also y, = (z, — 1)?. Der

1
Abstand d¢ zwischen der Geraden L und dem Punkt P ist dann dg =y, + T
Entsprechend wird der Abstand dr zwischen der dem Punkt F' und dem Punkt P bestimmt:

dp = \/(:vp—xF)Q‘f‘(yp_yF)Q:\/(mp_l)g—i_(yp_i)?

S 1) N vt ) o

1
Also ist L die gesuchte Leitlinie und F' der Brennpunkt.
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L6sung der Aufgabe 2.5 (Brennpunkteigenschaft der Parabel):

Es treffen Strahlen parallel zur y-Achse auf
eine parabolisch geformte Schale mit der
Gleichung y = z2. Die Strahlen werden an
der Parabel reflektiert

A (Einfallswinkel = Ausfallswinkel).
Es werde der Strahl z = a fiir ein @ > 0 be-
trachtet. Er trifft auf die Parabel im Punkt
A = (a,a?). Fiir die Tangente in A an die
Parabel betrigt die Steigung ms4 = 2 - a;
sie schneide die z-Achse im Punkt B. -
Die Abhéngigkeit des Einfallswinkels o (zwi-
schen einfallendem Strahl und der Tangente

F an die Parabel) von der Lage des Punktes A

148t sich beschreiben durch

C B
/ tan (g a a) - tanl(a) =ma=2-a (1)

Aufgabe 2.5 Brennpunkteigenschaft

Der Strahl werde nun in A an der Parabel reflektiert. Sein Austrittswinkel ist «, der Schnitt-
punkt mit der z-Achse werde mit C' bezeichnet. Zu bestimmen ist dann zunéchst die Steigung
mpg des aus A austretenden reflektierten Strahles.

Dazu werde der Winkel, unter dem dieser Strahl die z-Achse trifft, mit v bezeichnet. Es gilt

dann also mp = tan(y) 2)

In jedem Dreieck ist die Winkelsumme gleich 7, also auch in dem Dreieck < A, B,C >:

’y+(g+a)+a:7r oder 72%—2-@

und damit nach (2)

tan(y) = t (7? 5 ) 1 1 1 — tan?(a)

mpr=tan(y) =tan (- —2-a) = = =

f i 2 tan(2-a)  2fan(a) 2 - tan(«)
1—tan?(a)

Einsetzen von (1) in diese Gleichung ergibt

1-(55)° 4-a2-1
2(3) " i.a 3)
2-q

mpr —

Nun soll der Schnittpunkt (0,n) des reflektierten Strahles mit der y-Achse bestimmt werden.
Von dem reflektierten Strahl mit der Gleichung y = mpg - 4+ n sind bekannt:

1. die Steigung mg (in Abhingigkeit von A = (a, a?) nach (3)).
2. der Punkt A, der nach Konstruktion auf dieser Geraden liegt.

Damit 148t sich n berechnen:

4-02 -1 1
2 2 2
=y — e = —— .= — - = — 4
nN=y—Mmg-T=a 1 a a=a a—i—44 (4)
Aus (4) ist deutlich, dafl n unabhéingig ist von a: also gehen fiir jedes beliebige a die an der
Parabelschale reflektierten Strahlen durch den Punkt (0, ;). Dieser Punkt heifit daher der

Brennpunkt der Parabel.
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Aufgabe 2.6: Kegelschnitte

Untersuchen Sie, welche Kegelschnitte durch die folgenden Gleichungen beschrieben werden,
und skizzieren Sie die Kurven in der x,y-Ebene :

DD
[

[

NN N N W W
o Tt

. b .
S [

i
—_
v

05 1 25 123
1
05 0.75
05
=1 !
ﬂs_z\ .
15 5 05 T
05

Aufgabe 2.6b) 2-y* —2z—4-y+1=0
Losung Aufgabe 2.6b):
1
y—12=--(z+1
Losung Aufgabe 2.6a): ( ) 2 ( ) ;
Parabel mit Scheitel (0,0) und Offnung Parabel mit Scheitel (—1,1) und Offnung

Aufgabe 2.6a) y> =2z

1
=1 ——
P 4
y
X
1 1 3
05
1
15 Aufgabe 2.6d) y* =z -y
2
25 Losung Aufgabe 2.6d):
_3. y=0odery=ux

zwel Geraden.

Aufgabe 2.6¢) 2> —4-x+2-y=1
Losung Aufgabe 2.6¢):

w22 =2(y-3)

5 .
Parabel mit Scheitel (2, 5) und Offnung
p=-1
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Aufgabe 2.7 und 2.8: Kreise

Normalform:
Kreis mit Radius 7 um Mittelpunkt (T, Ym): ( — Tm)? + (Y — ym)? = 12

Aufgabe 2.7a):

11
Zeichnen und bestimmen Sie die Tangente im Punkt B = (2, yp) = (5, 3 V/3) an den Kreis
2?2 +y? = 1.

Lésung Aufgabe 2.7a):
Nach F+H 17.5 lautet die Gleichung der Tangente xq - x + yo - y = 7.

11 1 1 1 2
Hier ist (zg,40) = | =, = - V3] undr=1,also —-z+--vV3-y=1lodery=—=-3-24+>-V3
2°2 2 2 3 3
Aufgabe 2.7b):
Zeigen Sie, dass der Punkt P = (5, —v/3) auf der in 2.7a) bestimmten Tangente liegt.
Lésung Aufgabe 2.7b):

1 2
Nach Aufgabe 2.7a) lautet die Gleichung der Tangente y = —3° V3-x+ 3 V'3, also gilt fiir

1 2
=5 y= ~3° V3 -5+ 3 V3 = —v/3, d.h. der Punkt P = (5, —V/3) liegt auf dieser

Tangente.

Aufgabe 2.7c):

Konstruieren Sie zu diesem Punkt P die zweite Tangente an den Kreis. Bestimmen Sie den
Beriihrpunkt R.

Lésung Aufgabe 2.7c¢):

Der Punkt P muss auf der Tangente mit dem
gesuchten Beriihrpunkt R liegen, also muss

nach der Tangentengleichung gelten I3
2.5

TR - 5 — YR - \/5 =1 9
oder 115

5. TR — 1
YrR=—— =
. AN
Da R auf dem Kreis liegt, muss zusitzlich —— - . .
gelten &s i
i+ yp =1

1-15

Also muss insgesamt fiir xp gelten:

5.-xp—1)2 1%

T5 + (CAET Tl =1 oder z
1-2.5
3-2%+ (2525 —10-25p+1) =3 L3
oder s
28 - 2% — 102z — 2 = 0 und damit ' ,
) 5 1 0 Aufgabe 2.7c) Tangente und Kreis
TR — 1 ‘TR — =0
. . . 1 1 )

Dann ergeben sich die beiden Werte xp = 3 und zp = —= (Der Wert xp ist schon aus der

Aufgabenstellung bekannt). Dann ist

Yra = —/1 — 7%, = —1 V48~ —0.99
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Aufgabe 2.8: Bestimmen Sie die Schnitt-
punkte der beiden Kreise 22 4 y? = 9 und

(x+2-v2)?+ (y —2-v2)? = 4 und iiber-
priifen Sie die Rechnung an einer Zeichnung.

Losung Aufgabe 2.8:

Durch Drehung des Koordinatensystems
(siehe Bild) ldsst sich die Aufgabe wesent-
lich vereinfachen

Nun lauten die Gleichungen der 2?2 + y? = 9 :
und (z — 4)? + y? = 4, und deren Schnitte 4
sind einfach zu bestimmen:

Aufgabe 2.8: Lage der Kreise
242 = 9 gemiss Aufgabenstellung

(z—4)?+y* = 4 y
Die Differenz der beiden Gleichungen ergibt

v —(r—-4)?=5

Hieraus ergibt sich 2* — (2 — 8 -2+ 16) =5

21
und damit x = 3 ~ 2.6 Die Schnittpunkte

haben daher die Koordinaten

21 21\ ? 21 /1
Z oo — (= = —,iﬁ
8 8 8 8

(2.6, 41.45) 4

Q

Aufgabe 2.8 Lage der Kreise

nach Drehung um -135°
Werden diese nun wieder um 135° um den Nullpunkt gedreht, so ergeben sich die Koordinaten

der ,wirklichen“ Schnittpunkte.
(Das ist Thema der linearen Algebra: Die Drehung um 135° um den Nullpunkt wird beschrie-
ben durch die Matrix

=) et ) =22 (7 )

also lauten die Koordinaten der Schnittpunkte nach der Drehung

21 1 1 1 21 1 —21 T7/135
M. 8 = — 2- . 8 _ — 2'
(i@) 2f<1 —1) <i@> 16\/_(21$\/135 )
V2 [ —21-/135 Y\ _ [ —2.883
16 21 —+/135 ) 7\ 0.829

ind g V2 (214 VI35 Y (-0.829 )
T 21++/135 )~ \ 2.883

also S =
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Aufgabe 2.9: Kreis, Ellipse und Hyperbel

Normalformen:
Ellipse
(3j - xm)g (y - ym)2

a? + b2 =1

mit Halbachsen a und b um einen Mittelpunkt (z,,, ym):

Hyperbel nach rechts/links ge6ffnet

— 2 _ 2
mit Halbachsen a und b um einen Mittelpunkt (2, ¥, ): (v me) _ béym) =1
a

Hyperbel nach oben/unten gedffnet

(IE - xm)Q (y - ym)2
a? + b? =1

mit Halbachsen a und b um einen Mittelpunkt (z,,, ym): —

Untersuchen Sie, welche Kegelschnitte durch die folgenden Gleichungen beschrieben werden,
und skizzieren Sie die Kurven in der x,y-Ebene:
2 2

2.9a):%+%=1 2.9b): 4-2% — 9.2 =1
29¢): 2’ +y* -2 2 +4-y+1=0 2.9d): 22 +2- )  —2=0
2.9¢e): 2 —2-y* —2-2=0 29f):2* - 2.0y +yf=1

29g): 22’ —y—x+2-y*=0

Ellipsenkonstruktion:

a) Zeichne Rechteck durch die Punkte A := (—a, —b), B := (a,—b), C := (a,b) und D := (—a,b).
b) Fille das Lot von C auf die Gerade durch (0,b) und (a,0).

c) das Lot schueidet die z-Achse in dem Kriimmungskreismittelpunkt des Kriimmungskreises in (a, 0).
d) das Lot schneidet die y-Achse in dem Kriimmungskreismittelpunkt des Kriimmungskreises in (0, b).

Y/
y

r-2.5
= 2 2 oy
Aufgabe 2.9a) % + yz =1 Aufgabe 2.9a) P !
Losung Aufgabe 2.9a):
Losung Aufgabe 2.9a): Ellipse mit den Halbachsen a = 3, b = 2

Ellipse mit den Halbachsen a =3, b = 2 Kriimmungsmittelpunkte: (2,0) und (0, —2)
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y

35

Aufgabe 2.9b) 4-22 —9- > =1
Losung Aufgabe 2.9b):

Aufgabe 2.9¢) 2? +y* —2-2+4-y+1=0

1 Losung Aufgabe 2.9¢):
b=: (6= 12+ (y+2)° = 4

Hyperbel mit den Halbachsen a = 3
Kreis mit Mittelpunkt (1, —2) und Radius 2

N | —

Asymptoten: y = i% X

r-1.2
r-1.4
116 Aufgabe 2.9e) 22 —2-y? —2.-2=0
Aufgabe 2.9d) 2> +2-y* —2=10

125

Losung Aufgabe 2.9¢):
Lésung Aufgabe 2.9d): (x—1)2-2-92=1

Ellipse mit den Halbachsen ¢ = /2, b =1 Hyperbel mit den Halbachsen a =1,

b=1/v?2 und dem Mittelpunkt (1,0)
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y

" 01 R R
Aufgabe 2.9f) 22 —2-z-y+¢y* =1 to1
Losung Aufgabe 2.9f): Aufgabe 2.9g):

zwei zueinander parallele Geraden

Losung Aufgabe 2.9g):

+ |y -5 y+(i)2] :2-(i)2
oo +ly- 2=

11 1
also beschreibt diese Gleichung einen Kreis mit Mittelpunkt (Z’ Z) und Radius r = 3
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Aufgabe 2.10: Ungleichungen, eindimensional

Produktsatz: a-b>0und a,b € R — (a>0und b > 0) oder (¢ < 0 und b < 0)
Produktsatz: a-b < 0Ound a,b € R — (a <0 und b > 0) oder (¢ >0 und b < 0)
Vietascher Wurzelsatz

Fallunterscheidung

Regel (UBl):a <bund a,b,ce R = a+c<b+c

Regel (UB2): a < bund ¢ > 0 mit a,b,ce R = a-c<b-c

Regel (UB3): a < bund ¢ < 0 mit a,b,c€ R = a-¢>b-c

Definition ||: |z| = z fir £ > 0 und |z| = —z fir z < 0.

Regel (UB4): |a| <bund b >0mita,be R & —b<a<b

Regel (UB5S): la] >bund b >0mit a,b€IR < a<—b oder b<a

2012

Untersuchen Sie, fiir welche reellen Zahlen z die folgenden Ungleichungen erfiillt sind, und

skizzieren Sie jeweils die Losungsmengen auf der Zahlengeraden:

210a):2-24+3<13+6-x 210b): 2-(z+1) <z-(z+1)
2.10¢): 22 +1<5-(x—1) 2.10d): 2222 — 22> 9

Lésungen: Aufgabe 2.10a): 2-z +3 <13 +6-x
Standardlésung;:
Nach Regel (UB1) mit ¢ =—-13: 2-2-10<6-x
Nach Regel (UB1l) mit c = —2-2: —10<4-x
Nach Regel (UB2) mit ¢ = 1: —2<z

Graphische Lésung:

45

Aufgabe 2.10a):y = 2 - + 3 (ausgezogen) und y = 13 + 6 - = (gestrichelt)
Schnittpunkt: x = —2.5
Gestrichelte Gerade liegt oberhalb der ausgezogenen Geraden fiir z > —g.
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Aufgabe 2.10b): 2- (x + 1) <z - (z + 1)

Standardldsung;:
ausmultiplizieren: 2. x+2<a’+ux
Nach Regel (UBl) mit c=—-2-2—2: 0<z?—1z-2
Nach Vieta’schem Wurzelsatz: 0<(z—2)-(z+1)
Nach Produktsatz: entweder 2—2>0undz+1>0
— zx>2und x> —1
x> 2
oder r—2<0undz+1<0
— z<2undz < —1
r < -1
Losung mit Fallunterscheidung:
Fall (x +1) > 0:
Nach Regel (UB2) mit ¢ = m%l: 2<zx
In diesem Fall also (z+1)>0und 2 <z
r>—lund 2<x
—l<zund2<2 & 2<zx
Fall (z+1) <0:
Nach Regel (UB3) mit ¢ = —5: 2>z
In diesem Fall also (x+1)<0und 2 >z

< —-1lund 2>z & z<-1

Graphische Lésung:

\ )/
\ 0
4 I

T A
r-0.5

Aufgabe 2.10b): y = 2 - (x + 1) (ausgezogen) und Parabel y = x - (x + 1) (gestrichelt)
Schnittpunkte: z; = —1 und z, = 2
Gestrichelte Parabel liegt oberhalb der ausgezogenen Geraden fiir x < —1 und fiir
T > 2.
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Aufgabe 2.10c): 2° +1 <5 (z — 1)

Standardldsung;:
Nach Regel (UB1) mit c=—5-(x —1): 22 -5-2+6<0
Vietascher Wurzelsatz: (x—2)-(z—-3) <0
Nach Produktsatz: entweder r—2>0undz—-—3<0
— xz>2und xr <3
2<x <3
oder z—2<0undx—3>0

— x<2undz >3
gibt es nicht

Graphische Lésung:
}7

02| A 22

Aufgabe 2.10c): Parabel y = 22 4+ 1 (ausgezogen) und y =5 - (z — 1) (gestrichelt)
Schnittpunkte: 1 = 2 und 2, = 3
Gestrichelte GGerade liegt oberhalb der ausgezogenen Geraden fiir 2 < x < 3.
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Aufgabe 2.10d): !9:3;%214 — a:i—{—l > 9

Standardldsung;:
Trick: Auf eine Seite ,,0

Nach Regel (UB1) mit ¢ = —9: 2214 5. 9>

T—2 z+1
9 2x—14)-(z+1)-5(z—2)—9-(z—2)-(x+1
Hauptnenner: (9-z-14)(z ()x_2()~’.”(m731) (@=2)(z+1) §
—r+14
e2wrp = 0
Vorzeichentabelle:
(z+1) - + + +
(z—2) - - + +
(—z+14) + + + -
—o+14
(z—=2)-(z+1) - + -
Da —(x__;;_jz;il) > (0 gelten soll, ist nach obiger Tabelle die Ungleichung giiltig fiir + < —1 und

fir 2 <z < 14.

Graphische Lésung:

Aufgabe 2.10d): Kurve y = %%214 — %H (ausgezogen) und y = 9 (gestrichelt)
Schnittpunkte: 1 = —1 und x5 = 2 und x5 = 14
Ausgezogene Kurve liegt oberhalb der gestrichelten Geraden fiir z < —1 und fiir

2 < <14
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Aufgabe 2.11: Ungleichungen und Betréige, eindimensional

Untersuchen Sie, fiir welche reellen Zahlen x die folgenden Ungleichungen erfiillt sind, und
skizzieren Sie jeweils die Losungsmengen auf der Zahlengeraden:

a) |[xr+5] <3 b) [z —5] >3 c) ||z —5] <3

Losung 2.11a) (|z + 5| < 3):

Standardldsung;:
Nach Regel (UB4) mita=2+5und b=3: -3<z+5<3
Nach Regel (UB1) mit ¢ = =5 : -8 << -2
Loésung 2.11b) (|z — 5| > 3):
Standardlésung;:
Nach Regel (UB5) mita=2—-5undb=3: z—5< -3 oderz—5>3
Nach Regel (UB1) mit ¢ =5 : x < 2oderxz>38

Losung 2.11c) (||z] — 5| < 3):
Allgemeiner Ansatz:
Nach Regel (UB4) mit a = |z| =5 und b=3: -3 < |z[]—-5<3

Nach Regel (UB1) mit ¢ =5 : 2<|z] <8
Standardldsung;:
Daraus werden zwei Ungleichungen, die beide erfiillt sein miissen:
2 < |z
Nach Regel (UB5) mit a = z und b = 2: x < —2oder z > 2
lz| < 8
Nach Regel (UB4) mit a = z und b = 8: —-8<x <8

Insgesamt gilt die Ungleichung also fiir —8 <z < —2 und fiir 2 < x < 8

Alternativer Ansatz:

Trick:

Fall x > 0

Dann ist nach Definition des Betrages |z| = x.

Dann folgt aus 2 < |z| < 8 sofort 2 < 2 < 8, in diesem Fall (z > 0) also 2 < z < 8.

Fall z <0

Dann ist nach Definition des Betrages |z| = —x.

Dann folgt aus 2 < |z| < 8 sofort 2 < —x < 8 oder nach (UB3) —2 > x > —8, in diesem Fall
(x <0) also -8 <z < —2.
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Aufgabe 2.12: Ungleichungen und Betrige, zweidimensional

Untersuchen Sie, fiir welche Punkte (z, y) der reellen Zahlenebene die folgenden Ungleichungen
erfiillt sind, und skizzieren Sie jeweils die Losungen:

212a) r —y < 1 2.12b): |z| < |y 2.12¢): |z + |y| < 2

Lésungen:

212a):z —y <1

Die Grenzkurve ist eine Gerade. Daher ist die Unglei-
chung auf die Normalform einer Geraden umzuformen:

\

N

A 4

Nach Regel (UB1) mit ¢ =y — 1:
r—1<y & y>x-—-1

\\ \
—

x-y <1

Aufgabe 2.12a): z —y < 1
2.12b): |z| < |y

Fallunterscheidung;:

Fall x > 0 und y > 0:

Dann ist |x| = z und |y| = y; folglich lautet die Unglei-
chungz <y & y><u.

Fall z <0 und y > 0:

Dann ist || = —z und |y| = y; folglich lautet die Un-

N

%

A 4

(8]

X
=

WIN
[ )

gleichung —x <y & y>—=x

Fall z < 0 und y < O:

Dann ist |x| = —x und |y| = —y; folglich lautet die Un-
gleichung -2 < -y & y<uz

Fall z > 0 und y < 0:

Dann ist |z| = z und |y| = —y; folglich lautet die Un-
gleichungz < —y & y< -z

D,
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2.12¢): || + |y| < 2

Fallunterscheidung:

Fall z > 0 und y > 0:

Dann ist |z| = z und |y| = y; folglich lautet die Unglei-
chung

r+y<?2 & y<-—-zx+2

Fall x <0 und y > 0:
Dann ist || = —z und |y| = y; folglich lautet die Un-
gleichung

—r+y<2 & y<axz+2

x|+ Iyl <=2

Aufgabe 2.12¢): || + |y| < 2

Fall z < 0 und y < O:
Dann ist |x| = —x und |y| = —y; folglich lautet die Ungleichung

—r—-—y<2 & y>-x—2

Fall > 0 und y < 0:
Dann ist x| = z und |y| = —y; folglich lautet die Ungleichung

r—y<2 & y>xv-—2

2.12d): [2 2] <22+ 42 <2y
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2.13 Kurvendiskussion
a) Nullstellen, Pole und Verhalten fiir x+ — +o00

Eine gebrochen rationale Funktion f hat die Form

Up "+ Ap_y 2" L+ ay - x+ag

f(x) - bm'Im+bm—1'~rm_1+"'+b1'I+b0
wobei
- n und m natiirliche und
- ag,ai,...,a, und by, by, ..., b, reelle

Zahlen sind.

e Wenn daher eine gebrochen rationale Funktion in zy = 2 und in x; = 0 eine Nullstelle
besitzt, dann muss der Zihler die Faktoren £ — oy = z und x — 1 =  — 2 enthalten.

e Und wenn eine gebrochen rationale Funktion in 29 = 1 und in 23 = —3 einen Pol besitzt,
dann muss der Nenner die Faktoren £ — 29 = x — 1 und z — 3 = x + 3 enthalten.

3
e Wenn dann lim f(x) = 2 gelten soll, dann muss einerseits der hochste Grad im Zahler
T — 00

(hier also n) gleich dem hochsten Grad im Nenner (hier also m) sein, [d.h. m = n], und

fiir die Koeffizienten a,, bzw. b,, muss gelten } fraca,b,, = 3"

Wir wihlen daher

3.2 (x—2 3-22—-6-x
fla) = . &
2-(z—-1)-(z+3) 2-2244-2-6
Dann gilt:
: : -2 3
Jm fe) = lm i =
Und die Asymptote?
Dazu fithren wir eine Polynomdivision durch:
f(x) = (3-22 - 6-1) D (2-2 4w —6) = 54 gt
(322 + 6z - 9 )
- 12-2 + 9

3
Darin ist y = a(x) = 3 die Asymptote A = {(z,y) € R*, y = a(z) }.
Ferner konnen die Schnittpunkte (xs,ys) zwischen Kurve und Asymptote bestimmt werden,
denn fiir diese muss gelten

3
f(xs) = a(xs), also hier f(x,) = 5
—12-z4+9
2-224+4-25,—6

Nach dem Ergebnis der Polynomdivision muss also = 0 sein,

9

3
=5 =1l und dies ist der einzige Schnittpunkt zwischen

d.h. =12 - 24,4+ 9 = 0 oder |z,

Asymptote und Kurve.
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: B,
| o Der Definitionsbereich D ist dann
| o D=R-{1,-3}
| o Das Verhalten der links- und rechts-
B i s seitigen Grenzwerte kann wie folgt be-
PRV i schrieben werden:
2 i Fiir den Pol 25 = 1:
j | lim = +o0
: T T> 1-
e lim = -
6| z— 1t
; | Fiir den Pol 25 = —3:
Lo | lim = +o0
L 10 ! Iﬁ.73_
lim =—-o0
Zur Kurvendiskussion a) @3+

Asymtote: gepunktet
Pole: gestrichelt

b) Nullstellen, Pole und Verhalten fiir x — +oo

Wieder betrachten wir eine gebrochen rationale Funktion f, diesmal

ozt =32 +3-2%
ozt 4234322

f(x)

Zunéchst suchen wir Nullstellen:

Nullstellen einer gebrochen rationalen Funktion sind Nullstellen des Zihlers, die nicht gleich-
zeitig Nullstellen des Nenners sind:

Also suchen wir im Zihler nach Nullstellen:

Der Leitkoeffizient ist 1 und das absolute Glied des Zihlers ist -1, also suchen wir unter den
Teilern von -1, d.h. in der Menge {1, —1}, nach dem Horner Schema:

1 -3 3 -1 0
o =1 1 -2 1 0

1 2 1 0 |0 alsoz*—-3-2*°+3-22—z=(x—-1)-(2*—-2-22+12)
7 =1 1 1.0

1 -1 0 10 alsozt =322 +3- 22 —x = (v —1)* (2?2 — 1)

Die Nullstellen 25 und 23 der verbleibenden quadratischen Gleichung 2> —2 = z- (2 — 1) lassen
sich erraten:

To=0 und x3=1
also gilt

=322 43 —r=(-1)>%2

Dann suchen wir Pole:

Pole einer gebrochen rationalen Funktion sind Nullstellen des Nenners, die nicht gleichzeitig
Nullstellen des Zéhlers sind.

Also suchen wir im Nenner nach Nullstellen z,,;:

»Man“ kann erkennen:
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ot —4-2* 430t =22 (2 —4-1+3)
d.h. 7,7 = 0 und z,5 = 0, und es bleibt die quadratische Gleichung z* — 4 - x + 3 {ibrig mit
Tps = 1und x,4 = 3, also

ot 4.2 4+3 =2 (2 -1) (z - 3)

Die Funktion f 1483t sich also schreiben in der Form

ot =32 +3-2t -1 (x—1)%z o (z—-1)? ?—2-x+1
flw) = vt —4-2343-22 22 (z—-1)-(x—-3) z-(x-3) 22-3.z

Auch das Vorzeichenverhalten kann man priifen:

Da sich das Vorzeichen einer gebrochen rationalen Funktion héchstens an Nullstellen oder

Polen &ndern kann, gibt es also nur die z-Werte o = 1 und z,; = 0 sowie z,4 = 3, an

denen so etwas geschehen kann. Wir wéhlen die Produktdarstellung und schreiben folgendes

Diagramm:

o<r<l|lli<r<]l|l<z<3|3<z<x©
(x—1)° + + + +
T - + + +
T —3 - - - +
 (z—1)?
f(x)_:lf'(ZE—QS) * ) ) *

d.h.

e im Intervall oo < z < 0 ist die Funktion f(x) positiv und daher verlauft die Kurve
oberhalb der z-Achse,

e im Intervall 0 < = < 1 ist die Funktion f(z) negativ und daher verlduft die Kurve
unterhalb der x-Achse ...

Und nun suchen wir die Asymptote:
Dazu fithren wir eine Polynomdivision durch:

flxy= ( 22 - 2.2z + 1 ): 22-3-2) = 1—#75_37:%19r
(2 - 3.z )
T +1

Darin ist y = a(z) = 1 die Asymptote
A={(z,y) e R*, y=a(x) }.
Ferner konnen die Schnittpunkte
(x5, ys) zwischen Kurve und Asympto-
te bestimmt werden, denn fiir diese
muss gelten

f(zs) = a(xy), also hier f(z,) =1

Nach dem FErgebnis der Polynomdivi-

: r+1 :
sion muss also ———— = 0 sein,
.%‘ J— .
d.h. z, = —1 - und dies ist der einzige

Schnittpunkt zwischen Asymptote und
Kurve.

Zur Kurvendiskussion b)
Asymtote: gepunktet
Pole: gestrichelt
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¢) Nullstellen, Pole und Verhalten fiir + — +o0

_37—2

cl) f(x)

Loésung c:

-1

T —2
rz—1
Nullstellen des Zahlers: x5 = 2
Nullstellen des Nenners: zy = 1
Nullstellen der Funktion: z,, = 2
Pole der Funktion: z, =1

Aufgabe cl: f(z) =

Bestimmung der Asymptote:
f@)=(z—-2):(e-1)=_1 —
a(z)
Asymptote: a(z) =1
f(x) —a(x) # 0 fiir alle z € R,
also keine Schnittpunkte
zwischen Asymptote und Funktion.
1
1 —
f (x) - ($— 1)27

also keine relativen Extremwerte.

)7

L < S R CHE

x—2
x—1

Aufgabe cl: f(z) =

Stand: 18. August 2008 2022
' 44
¢2) 9(x) = 5
zt+4
Aufgabe c2: g(z) = o
Nullstellen des Zahlers: xz1 = 1+ 1,
Tzo=1—4,273=—-1+1,2074=—-1—1
Nullstellen des Nenners: zy1 =1, zy9 = —1
Nullstellen der Funktion: Keine
Pole der Funktion: z,1 =1, zp2 = —1
Bestimmung der Asymptote:
o) = (@4 +4): (27 = 1) =& + L+

a(z)
Asymptote: a(z) = 22 + 1
g(z)—a(z) # 0 fir alle z € R also keine Schnitt-
punkte
zwischen Asymptote und Funktion

Bestimmung moglicher Extrema:
(&) =2 JZ'(.T4—2-.’L‘2—4)
7 (e ~ 1)

Mogliche relative Extremwerte:

Te1 =0, Teo =1+ /5~ 1.7989,

Tez=—V1+Vb5= —1.7989,

Tea=V1—+b~ 111181,
Tes=—V1—Vb= —1.1118 -4

4

4

Aufgabe c¢2: g(z) = 362 i .
'/.E J—
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Stand: 18. August 2008

d) Nullstellen, Pole und Verhalten fiir x+ — +oo

2t —2-2°—4-2+38

dl) h(z
) hz) x3 4+ x?
Aufgabe d1:

2 —2-22—4.2+8
hz) =

() 3 + 22

Nullstellen des Zahlers:
~TZ,1 = —2, xZ’Q = 2, xz,g =2
Nullstellen des Nenners:
Zy1=0,2y2=0, zn3 = —1,

Nullstellen der Funktion:

ZTn1 = —2, Tpo =2 (z,2 doppelt)
Pole der Funktion:

zp1 = —1, zp2 =0, (2,2 doppelt)

Bestimmung der Asymptote:
h(z) = (22 -2 22 —4-2+8) : (z° + 1?)
| +—3-:1;2—4-x+8
~~ x3 + x?
a(z)
Asymptote: a(z) =1
h(z) —a(z) =0 ©z=1 (£/28-2)
also folgende Schnittpunkte
zwischen Asymptote und Funktion:
Sri~1.1lund 29~ —2.4

Bestimmung moglicher Extrema:
3.2 +8-22-20-2—16

h/
() 23 (z+1)2
mogliche relative Extremwerte:
Tey = —4, Teg = —3 & —0.667, zc3 =2

Aufgabe d1:

23 —2. 22 —-4-2+8
hiz) =
(z) 3 + x?

_a:3+x2+a:+1
a xt —1

d2) k(z)

3 2
1
Aufgabe d2: k(z) = =2 T2+

zi—1
Nullstellen des Zé&hlers:
xZJ = —1, $Z72 = ’i, CEZ73 = —1
Nullstellen des Nenners:
IN,1 = 1, ITN2 = —1, IN3 = i, ITN4 = —1

Nullstellen der Funktion: keine

Pole der Funktion: z,, =1

Bestimmung der Asymptote:
(x+1)- (2 +1) 1

k == et
@ = ey wry @t a1
Asymptote: y =0
k(z) — a(z) # 0 fir alle z € IR,
also keine Schnittpunkte
zwischen Asymptote und Funktion

Bestimmung moglicher Extrema:

K'(z) = —ma

also keine relativen Extremwerte

2023
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links- und rechtsseitiger Grenzwert

Wir untersuchen die Funktion

4.2%2 -3 fir z <
=

—2-COS(1’—§) fir x>

N—= D=

1

an der Stelle z = 5

Sinnvoll ist stets eine Zeichnung:

+-35

Zu links- und rechtsseitigen Grenzwerten
Natiirlich sieht man bereits, dass die Kurve stetig ist in diesem Punkt.

Aber wir konnen auch rechnen:

1 2
lim 4-1:2—3:4-(—) —3=-2
e (3)° .

und 1 1 1
lim —2-cos(z — 5) = -2 COS(§ — 5) —

z— (%)+

1
also stimmen links- und rechtsseitiger Grenzwert iiberein (und es ist f <§> = —2 definiert).

Untersuchungen zur Stetigkeit

b/
y 175
15
3 125
25 4
0.75
2
0.5
15 025
———— X
1. 1 025 0. 125
-025
0.5
-05
X -0.75
2 -1 1
-1
-05
2 — x4+
f('r) = 4 4 4
flz) =max{z —1,—z+ 1} T
zelR o = 0 ist eine Polstelle,

daher nicht stetig fortsetzbar
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T11

T 09
T 08
+ 07

T 06

T 04

T 0.3

T 02

T+ 01

+ 01

102
_cos(z) +1

x
f@) (sin(z))”

Diese Funktion kann mit einigen Tricks auch umgeformt werden:
cos(z) +1
(sin(x))*
_sin2(Qreos®(W)=1 - _cos(z) +1

1 — (cos(z))?
@ =(atb)(ab)_ cos(z) + 1

(14 cos(z)) - (1 — cos(x))

1
1 — cos(x)

Also ist f in xy = 7 stetig und es ist f(7) =

N l\D.Il—ﬂ

Nullstellen des Nenners: £ =2 -k -7 mit k €
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