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20 Lineare Differentialgleichung 1. Ordnung

Trennung der Verédnderlichen (TdV) (REP S.426)
Eine DGL der Form 3 = f(x)-g(y) 1Bt sich mit der Methode ,, Trennung der Verénder-
lichen* 16sen:

d
Wegen 3 = d—y fiihrt eine Trennung der Verdnderlichen z und y im Falle ¢g(y) # 0 zu
x

dy dy
— = f(z)dx oder /—:/fﬂcdﬂﬁ
9(y) (@) 9(y) (@)
Im Falle g(y) = 0 ist die DGL direkt zu priifen.

Aufgabe 20.1:

Ein Fluf} stromt im Streifen 0 < y < 1 mit konstanter Geschwindigkeit @ = (v,0). Es sei
Frankreich durch y < 0 und England durch y > 1 charakterisiert, und der Streifen beschreibt
(idealisiert) den Kanal.

Ein Fahrzeug, das mit einer Geschwindigkeit | ﬂ fahren kann, soll den Kanal
a) in der kiirzesten Zeit

b) auf dem kiirzesten Weg

queren.

-

Als Losung fordert England, dass der (gefahrene) Kurs f(¢) des Fahrzeuges, das von Frankreich

—

nach England fahren will, stets senkrecht auf der Uferline stehen soll (also f(t) = (0, |f(¢)])).

Als Losung fordert Frankreich, dass das von England nach Frankreich fahrende Fahrzeug von
einem Startpunkt S = (a, 1) stets in Richtung Siid zu fahren hat - auch dann, wenn es infolge
der Stémung @ nicht den Ort Z = (a,0) erreicht.

Was passt zusammen, was ist falsch und was wére sinnvoll?

Lésung von Aufgabe 20.1:

Zunichst ist ersichtlich, dass ein Fahrzeug, dessen maximale Fahrgeschwindigkeit geringer
ist als die Stromungsgeschwindigkeit des Kanals (also bei |f] < @] = v), keine Moglichkeit
besteht, senkrecht zur Uferlinie zu fahren. - Folglich ist die englische Losung nicht fiir alle
Fahrzeuge anwendbar und daher ungeeignet.

Und die franzosische Losung? Sie ist akzeptabel, denn sie ldsst sich auch von langsamen
Fahrzeugen anwenden.
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Aufgabe 20.2:
Skizzieren Sie das Richtungsfeld fiir

Lésung von Aufgabe 20.2 (BEI 16.1):

x
Esist y = —=.
Y

Fiir eine Konstante k& erhalten wir aus ¢/ = k
jeweils die zu k gehorige Isokline (Linie
gleicher Steigung):

—T =k mit keR,

also
z=0 flire=0

y=—5-z firc#0

Zu Aufgabe 20.2:
Isokline fiir die Steigungen
\/ k=13,1,2,-2,-1, =1, und 0

Nach der Methode TdV kann diese DGL

gelost werden:
1
/f\\ Wir setzen f(x) := —z und ¢g(y) = —. Dann
Y
: K,‘/ ® st g(y) # 0 fiir alle y € R und somit
ﬁ\ J / dy /
— =— | zdx
. Y

Daher gilt 3 = —§~x2+c oder 2 +y* =
2-c,

d.h. jeder Kreis um (0, 0) ist eine Losung die-
ser DGL.

Zu Aufgabe 20.2
Losung der Differentialgleichung
2-¢c=1,2,3,4,5und 6

Aufgabe 20.3:

Skizzieren Sie das Richtungsfeld fiir die Differentialgleichung ' = 2% -y — ¥
im Intervall —2 < z < 2 fiir die Steigungen k = —1.0, —0.5, 0.0, 0.5, 1.0, 2.0
und zeichnen Sie ndherungsweise die Losungskurven durch die Punkte

P, =(1,0) bzw. P,=(0,1) ein.

Wie lautet die allgemeine Losung der Differentialgleichung?

Zeichnen Sie die Losungskurven fiir verschiedene Konstante im Bereich —1 <z <'1
(z.B. fiir ¢ = —1.0, —0.5, 0.0, 0.5, 1.0).
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y

Lésung von Aufgabe 20.3:
Esisty =2° y—y=(*-1)y.

Fiir eine Konstante & erhalten wir aus ¢y = k
jeweils die zu k gehorige Isokline (Linie glei-
cher Steigung):

y-(z*—1)=k mit k€ R,

alsoxr =1 und xz=-1 fir k=0,

fiir k #0.

und y =

xr2 —

Aufgabe 20.8 Tsoklinen (Linien gleicher
Steigung)
fiir k = —1.0, —0.5, 0.5, 1.0, 2.0
(ausgezogen)
und fiir £ = 0 (gestrichelt).

Berechnung der allgemeinen Losung:

y = (x? — 1) -y ist eine Differentialglei-
chung vom Typ o' = f(z) - g(y).

1) y = 0 ist Losung;

2) fiir y # 0 wird das Verfahren Trennung der
Veranderlichen angewandt:

d
/Ey = /(:EQ—l)d:E = Inly| =
1

§-x3—x+ln(c) mit ¢ > 0,

1 .
ly| = c-e3™ T mit ¢ > 0, Yy = cC-
1 .
ez ™% it ¢ % 0;

1,2) = y=c-e3”* ceR

ist die allgemeine Losung.

Spezielle Losung y; durch P, = (1,0):

/4

W

0=c - o R cg=0 =— 4y =0 Aufgabe 20.3 Schar der Losungen fiir
c=+1.0, £0.5, 0.0, 1.5, 2.0, 2.5, 3.0, 3.5.
Spezielle Losung yo durch P, = (0, 1):

I3I

1
1202-60:>02:1:>y2:e§' B



Windelberg: Mathematik fiir Ingenieure, Kapitel 20 Stand: 1. August 2008 20004

9

y

)

+ + + + X X
) [
Zu Aufgabe 20.3 Zu Aufgabe 20.3
Schar der Losungen fiir Isoklinen und Schar der Losungen fiir
¢==+£1.0, £0.5, 0.0, 1.5, 2.0, 2.5, 3.0, 3.5 ¢ = +£1.0, £0.5, 0.0, 1.5, 2.0, 2.5, 3.0, 3.5
im Intervall [-2, 2] im Intervall [—2, 2]

Aufgabe 20.4:
Losen Sie die Differentialgleichung

(@ =1y —z-(y*—2-y) =0

durch Trennung der Verédnderlichen. Zeichnen Sie mehrere Losungskurven und bestimmen Sie
die Losung durch den Punkt P = (2,0.5).

Losung von Aufgabe 20.4:

a2y w
2 —1 2 —1

ist eine Differentialgleichung vom Typ ¢ = f(z) - g(y).

y (Y —2-y)

a) gly) =y*—2-y=1vy-(y—2) =0 gilt fiir y; = 0 und fiir y, = 2.
wenn y; = 0, dann gilt auch ¢} = 0, also ist die DGL erfiillt, d.h. 3, ist eine Losung der
DGL.

wenn y, = 2, dann gilt auch ¢} = 0, also ist die DGL erfiillt, d.h. y, ist eine Losung der
DGL.
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b) Fiir g(y) # 0 wird das Verfahren Trennung der Verdnderlichen angewandt:

/L:/ Y _dr  oder
y-(y—2) x? —1
/1- LI I :/1. 2% 4r oder
2 \y—2 vy 2 x2?2-1
1 1 2.
/ _ = dy:/ Y dr  oder
y—2 y x?2—1

1 1
/—dy—/—dyzln |z —1]+¢ mitc€ R oder
Y

y—2
Injy—2 —Injyl = In|2* - 1] +¢c ' y
cc€ IR oder -
y—2 _ 2 .
In =1In|z* -1 +¢ mitec s
oder2 |+
y;‘:|x2—1|~c* mit ¢* >0 o B
y r 35
-9 Fa
y—:(zQ—l)-c** mit ¢™* £ 0 ¢
y r 25
2
— HkK 0
Y 1—c*- (1‘2 — 1) ¢ # L 15

Insgesamt lautet also die allgemeine Losung
2 ok R
y:{ e ¢ €

0 sonst e T S — —————
Fiir £ = 2 und y = ; ergibt sich durch Ein- \ o8 f
~TN

setzen in diese Gleichung

1 2 2 . Zu Aufgabe 20.4

— = = d damit :

2 1—c¢-(22=1) 1-3-¢ Hnd cam allgemeine Losung
2

00:—10dery:ﬁ. y_l—c***-(flfz—l)

¢ =0, £1, £2, 43

T-05

Zu Aufgabe 20.4

spezielle Losung
2 ) 1
o @2=1) mit ¢*** = —1 durch P = (2, 3)

y:
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Ahnlichkeis-DGL REP Seite 428

)
_e
x
188t sich zuriickfiihren auf eine DGL vom Typ

Eine DGL vom Typ

y(z)

Ansatz: z(z) = ——=.-Dannist y=z-zund ¢ =2’ - & + 2.
x

Mit diesem Ansatz 1iBt sich dann die Ahnlichkeits-DGL umformen.

Damit kann nun die DGL aus Aufgabe 26.2 gelost werden:
Aufgabe 20.5:
Wir setzen

schwémm> = —v - At

Z0o Yo
Vrd+ud T\ zd+ud
und
strom” == (0,221 - (1 — 1))

also wird die gesamte Ortsdnderung beschieben durch
Ty

schwimm_ + strom = ——— V- At, —%
VTo + Yo 75 + Yo

oder - fiir sehr kurze Zeiteinheiten dt:

d
o N yumd Y=

dt \Jxg+ dt x5+ 3
denn fiir sehr kurze Zeiteinheiten fallen xy, 1 und x5 zusammen; daher wird nur noch allgemein
z betrachtet.

-v-At+2-x1-(1—x1)>

Aufstellung einer Differentialgleichung:
Die Bahnkurve y = y(z) wird dann durch ihre Ableitung bestimmt:

.y cv4+2-2-(1—2x
. @y Y v (1—=)
= _dI‘— T
dx dt N :v2+y2‘,U
—yv+2-2-(1—2) /22 + 12 2 ’
—v-r r v x

Losen Sie diese Ahnlichkeits-DGL.
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Losung von Aufgabe 20.5:
graphische Lésung von Aufgabe 19.1:

Losung der DGL aus Aufgabe 19.1:
Die DGL

y':g—g-x-(l—x)- 1+(g)2 (%)

/‘ T v T

>\ stellt eine Differentialgleichung vom Typ

= o) )
/f \ dar - mit g(z) =~ -2 - (1 — x)

J,f/ \\ und f(%) =14/1+ (%)2

S|

4 \ x Diese DGL kann am einfachsten gelst wer-
/ o .
% den, wenn substituiert wird:
0 1 y
z:==
x

Dann ist namlich ¥y = z - z und damit ¢’ =
z+x-2.
Also wird aus (*):

« 5
d ™ Hx.zfzz_w.m

oder

x.zlz_w.w/przz (%)
w(x) \

Mit dem Verfahren ,, Trennung der Verdnder-
lichen“ wird aus (**)

Bild zu Aufgabe 19.1 1. Schritt (Auflssung nach 2'):
2-(1—
2= 202D AT ) )
v

2. Schritt (Fall A(z) = 0):
Wegen h(z) = V'1+ 2?2 kommt der Fall A(z) = 0 fiir kein z € R vor.
3. Schritt (Fall h(z) # 0):

Z B 2-(1—ux) . . 1 2
/ A ) T und damit  arsinh(z) = - (1—z)+c¢

oder

1
y = x - sinh (—-(z—1)2>
v
Damit erhilt man die Bahnkurve des Schwimmers. Wéhrend die aus den Einzelschritten kon-
struierte Kurve ihr Maximum im Punkt (0.053,204.6) hat,
erreicht diese Kurve ihr Maximum in dem Punkt (0.053,208.0)
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Aufgabe 20.6:

Losen Sie die Differentialgleichung 0 = z - ¢/ — y — /22 — 2 fiir > 0

Lésung von Aufgabe 20.6:

Der erste Schritt zur Losung einer DGL erster Ordnung ist die Auflésung nach ¢':

Die DGL
)Y y\?
=)
== (G (%)
stellt eine Differentialgleichung vom Typ
)Y y : Y y\?
_ f ¢ =1 uwnd (L) =4/1- (-)
y=Lag@f&) mit g =1 wa g .
Diese DGL kann am einfachsten gelést werden, wenn substituiert wird:
_ Y
z:==
x

Dann ist ndmlich y = z - z und damit 3y = 2 + z - 2.

Also wird aus (*):
1

z+x- 2 =24V1—22 oder -2 =vV1—22 oder Z==-vV1-22

x
Damit ist bereits der erste Schritt fiir das Verfahren , Trennung der Verdnderlichen® erledigt:
wir haben nach 2’ aufgelost und es ist 2’ = f(z) - h(z).

- 2. im Falle h(z) = 1 — 22 = 0: 2 = £1 und damit 2’ = 0, also ist die DGL wegen z = Y
T

fiir y = x und fiir y = —x erfiillt.

- 3. im Falle h(z cdz = / de und damit
x

arcsin(z) =In|z|+ ¢ oder 2z =sin(In|z|+¢)

Natiirlich diirfen fiir z nur eingesetzt werden —1 < z <1 oder

_1§E§1 oder —r <y<ux.
x

T
Und dann sind die Werte von arcsin nur die ,,Hauptwerte®, d.h. es gilt 5 <In|z|+e<
7

5.
Daraus wird dann

y=z-sin(ln|z|+¢) mit e 27°<z<e2™¢
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V 7
110
7
lg ’
/
/
g #
/
7 e
s
k + X
1 7 9
L1
Bild zu Aufgabe 20.6 fiir ¢ = 0:
—x fir 0<az<e 2
y =< x-sin(ln|z]) fir e 2 <z<e>

. s
T fiir ez <z
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Inhomogene lineare DGL 1. Ordnung REP Seite 431
Eine DGL vom Typ

v+ fz)-gly) =r(z)
mit r(x) # 0 wird wie folgt gelost:
Es wird zunéchst die DGL
i+ f(x)-g(n) =0
mit dem Trennung der Veranderlichen gelost.
Diese Losung n heifit die Lésung der homogenen DGL.

Aus der Theorie ist bekannt, dass die Gesamtlosung die Form y = n + y, hat.
Eine spezielle Lésung y, wird aus der Losung n mit Hilfe des Verfahrens Variation der
der Konstanten (VdK) gewonnen: Wenn

n=K-h(z) mt K € R
Losung der homogenen DGL ist, dann wird die Konstante K als von x abhingige
Variable K (x) aufgefasst und

in die DGL
ys + fx) - 9(ys) = r(x)
eingesetzt.

In dieser DGL muss sich K (x) herauskiirzen - es bleibt eine Gleichung , die nach K'(z)
aufgelost werden kann. Dann kann K (z) nach der Beziehung

K(z) = [ K'(z) dx
berechnet werden. Die Gesamtlosung lautet dann
y=n+K(x) h(z)=n+y,

Aufgabe 20.7:

d
Bestimmen Sie die allgemeine Losung und die Losung durch den Punkt P = <%, Z) der
linearen Differentialgleichung

y' — cot(x) -y = sin(x) - cos(x) (®)

Losung der Aufgabe 20.7:

Die homogene DGL lautet: ' — cot(z) - n =0

Diese 148t sich nach dem Verfahren TdV l6sen:

1.7 =cot(z) -n = f(x)- g(n) mit f(z) = cot(z) und g(n) =7

also

2. g(n) =0, d.h. n = 0: Dann ist auch ' = 0 und die homogene DGL ist erfiillt, also ist n = 0
eine Losung.

d.
3. g(n) # 0: Nach TdV ist dann n_ / cot(z) dxr = In (|sin(z)|) + c.
also In(|n|) = In (|sin(z)|) + ¢ oder |n| = |sin(z)| - ¢* mit ¢* > 0
oder = sin(z) - ¢ mit ¢ # 0
Gesamtlosung der homogenen DGL (also 1. und 2.): n = K - sin(z) mit K € R.

Ansatz fiir eine spezielle Losung: |y,, = K(z) - sin(z) |

Dann ist y,, = K’ -sin(x) + K - cos(z).
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Wenn nun y,, und y;, in die DGL (®) eingesetzt wird, so erhalten wir

f(' -sin(z) i— K - cos(x) — cot(z) - K - sin(x) = sin(z) - cos(x)

—_——
y‘,sp Ysp
. cos(x)
und damit wegen cot(z) = — (@)
sin(z

K'-sin(z) + K - cos(z) — K - cos(x) = sin(x) - cos(z)

(Bemerkung: Bei diesem Verfahren muss sich K herauskiirzen lassen - andernfalls liegt ein
Rechenfehler vor!)
Also

K'-sin(z) =sin(z) - cos(z) oder K’ =cos(z) oder K= / K'dz =sin(z) + c.

Damit ist fiir den Ansatz der speziellen Losung z.B. fiir ¢ = 0 ein y,, gefunden:

ysp = sin’ ()

Damit lautet die Gesamtlosung fiir die DGL (®):

mit K €IR

y = K - sin(x) + sin®(z)

Durch P = <g, Z) verlduft die Losung mit Z = K -sin (%) + sin? (%),
also wegen sin (%) =1

5 1 1

1:K~§+Z oder 5=2-K+1 oder K =2.

Bild zu Aufgabe 20.7 durchgezogene Kurve; K = 2
gepunktet: K =0.5und K =1
gestrichelt: K =3
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Aufgabe 20.8:

Bestimmen Sie die allgemeine Losung und die Losung durch den Punkt P = (2, 2) der linearen

Differentialgleichung
z-y—ax2-In(z) -y = [In(z)] *

Losung der Aufgabe 20.8:

Aufgabe 20.9:

Bestimmen Sie die allgemeine Losung und die Losung durch den Punkt P = (0, 0) der linearen
Differentialgleichung
Y +y-tan(z) = sin(2 - x) *

Losung der Aufgabe 20.9:
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Aufgabe 20.10:

1
Bestimmen Sie die allgemeine Losung und die Losung durch den Punkt P = (1, 5) der

linearen Differentialgleichung
vy =2 (2" + 1)y +at (®®)

Losung der Aufgabe 20.10:

Die homogene DGL lautet: ' =2 - (%) -1

Diese 148t sich nach dem Verfahren TdV losen:

Lo = J() - g(n) mit () =2+ (£52) und g(n) =7
also

2. g(n) =0, d.h. n = 0. Dann ist auch " = 0 und die homogene DGL ist erfiillt, also ist 7 = 0
eine Losung.

2
3. g(n) # 0: Nach TdV ist dann / dn = / (2 LT+ —) -dx.
n x

oder In(|n]) = 2° + 2 - In(|z|) + ¢* oder |n| = e(#*) . en(oP) . o i e > 0

also Gesamtlosung (aus (2. und 3.): |n =K - e(#*) . 42 mit K € R

Ansatz VdK fiir eine spezielle Losung: |y; = K(z) - e(e*) . 42

Dann ist y, = K'(z) - e(#*) . 42 1 K(z)- e=*) . (2-2°+2-12).
Wenn nun y, und y, in die DGL (®®) eingesetzt wird, so erhalten wir

x-\K'(a:)-e(m?) -x2+K(ac)-e(m2)-(2-x3+2-$)422-(x2+1)-K(a:)-e(m2) '3621—|-334

.

also z- K'(x cele®) L g2 = 24 oder K'(z)=x- el-7°)
1 >

und damit K (x /K’ =3 e(=2%)

Also lautet eine spezielle Losung y, = —% ca?

Damit lautet die Gesamtlosung fiir die DGL (®®):

2 1
y:K.e(“")~x2—§-x2mitKEIR

1 1 P |
Durch P = (1, 5) verlduft die Losung mit 3= K-e(®) .12 - 5 1%,

> 1
also K = e~ und damit |y = 2” - (e(l’ 1) _ 5)
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Bild zu Aufgabe 20.10 durchgezogene Kurve; K = e~!
gestrichelt fein: K = 0.5 grob: K =1
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Aufgabe 20.11:

Bestimmen Sie die allgemeine Losung der linearen Differentialgleichung
22y —y—er =0
und die Losung durch den Punkt P = (1, —sinh(1)).

Lésung der Aufgabe 20.11:

Zunichst wird nach dem homogenen Teil dieser DGL (*) gesucht:

Esistx2~y'—y—e%:0 & x2-y'—y:e%,

und auf der rechten Seite dieser Gleichung befindet sich das Storglied.

a) homogener Teil: ;

Wir setzen 2° -7 —n=0 <& W=
x

und 16sen diese DGL nach dem Verfahren ,, Trennung der Variablen®.

Wegen 1’ = % =: f(x) - g(n) wihlen wir
T

f@)=2 und  g(n) =7

20015

Dann ist im Fall g(n) = 0 auch = 0 und damit auch ' = 0; also ist der homogene Teil

der DGL in diesem Fall erfiillt.
d d
Im Fall Fall g(n) # 0 gilt /—” :/—‘Z
rallg\n) 7Y 7 "

1
also In(|n|) = ——+¢ oder n= e = - ¢* mit ¢* # 0.
x

Insgesamt ergibt sich als Losung des homogenen Teils also

n:e_%~K mit K € IR

b) Ansatz VdK fiir eine spezielle Lésung der DGL (*):

1

ys=e€ = - K(x)

1
Dann ist y, = K'(z) ceTE + K(x) - —2.6—%,
x

Wenn nun y; und ¢! in die DGL (*) eingesetzt wird, so erhalten wir

1 1
2 | K'(z) e s+ K(z) —-ex | —ev - K(z) —e>
T
. ‘lf / e
vl
also 22 - K'(z) et —er =0 oder K'(z)=--

1
und damit K(z) = /K'(z) dzr = —§~65 + Ky

Also lautet eine spezielle Losung y, = e - (—% . e%> = —% e
):

Damit lautet die Gesamtlosung fiir die DGL (*

1
y=n+ys:e‘%~K—§-e% mit K € R
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Durch P = (1, —sinh(1)) verliuft die Losung mit
1 1 1 1
_Sinh(l):—g'(el—eil):eiT-K—i.efzefl.K_é.

1 (_; ;)
= — . T — @
Yy 5 €

1
also K = 3 und damit

T 25

T 15

+ 05

+ 05

T 25

1
Bild zu Aufgabe 20.11
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Aufgabe 20.12:

Bestimmen Sie die allgemeine Losung der linearen Differentialgleichung
1 x

- . y —

2-x42 z+1

und die Losung durch den Punkt P = (0, 1).
(fiir die gesamte Rechnung sei > —1 vorausgesetzt).

Losung der Aufgabe 20.12:
a) homogener Teil der DGL

Zunichst wird nach dem homogenen Teil dieser DGL (*) gesucht:
Die homogene DGL lautet:

!/

y_

r_ 1 .
mT=35z27

Diese 148t sich nach dem Verfahren TdV losen:

Lo = f(x) - g(n) mit f(z) = 3555 und g(n) =17

also

2. g(n) =0, d.h. n = 0. Dann ist auch " = 0 und die homogene DGL ist erfiillt, also ist
n = 0 eine Losung des homgenen Telles der DGL.

3. g( )7£0 Nach TdV 1st dann/ /m dz.

1
oder In(|n|) = = ln(|x—i— 1)+c=1In (|:c+ 1]z ) +coder |n| =vVx+1-c¢" mitc* >0

also Gesamtlbsung (aus (2. und 3.): In=K -vVz+1mit K € R

b) Ansatz VdAK fiir eine spezielle Losung:
ys = K(x) - vVo+1
1
Dann ist v, = K'(z) - Ve + 1+ K(z) - ———.
o= K'a) VA T4 K () e
Wenn nun y; und ¢! in die DGL (*) eingesetzt wird, so erhalten wir

K'(z) - Va+1+ K(z) - L ! °

- K(x z+1
2.V +1 2$+2 &,_/ z+1
A ~ J ys
A

also K'(z) Vo +1= 2 oder K'(z) =z -(z+1)"

und damit
K () = /K'(:z:)-dx:/x~(x+1)_g

Partiell:egt§ratiou _2 e (,[L‘ + 1)_% +/2 (I + 1) 5. d{I,‘

3
2

=

AU o e e T
fnd . T _
VI +1 N 0

Also lautet eine spezielle Losung y, = f/'%

Damit lautet die Gesamtlosung fiir die DGL (*)

y=n+ys=K- -vr+1 +\/_ vV =K - Voa+1+2-2+4
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Durch P = (0,1) verlduft die Losung mit 1 = K -v0+1+2-0+4=K +8
also K = —7 und damit |y = -7- vz +1+2-2x+4

+ 075

T 05

T+ 025

T+ 025

+ 05

Bild zu Aufgabe 20.12
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Aufgabe 20.13:

Bestimmen Sie die allgemeine Losung und die Losung durch den Punkt P = (1, 1) der linearen
Differentialgleichung

zy —(x+1)-y+2-24+1)-e*=0 (%)

Losung der Aufgabe 20.13:
Die Gleichung

-y —(z+1)-y+2-2+1)-e =0

wird aufgelost, um Storglieder zu erkennen:

()= (g) e
y—\1+—-)y=(-2—-——-]-e
T T

Auf der rechten Seite der Gleichung steht nun das Storglied.

(A)

Homogene DGL:

n’—(1+§>~n=0 (%)
1. Schritt: Auflésen nach 7'
= (1) =t g o o= (143) wa g
2. Schritt (Fall g(n) = 0):
Wegen ¢(n) = 0 ist 7 = 0 und damit n' = 0. Damit gilt die DGL (**) fiir n = 0.
3. Schritt (Fall g(n) # 0), Trennung der Verinderlichen:

J e [ [  (1+2)

oder In(|n]) = = + In(|z]) + ¢, oder || = e*TEDFe — e 3| . ¢* mit ¢* > 0

oder n==¢€" -z mit ¢ #0

Gesamtlosung der homogenen DGL:
n=K-e*-zmit K € R

Gesamte DGL, Variation der Konstanten:

Wir wihlen den | Ansatz: y = K(z) - e” - x
Diese gewihlte Funktion soll in die Gleichung (*) eingesetzt werden, und dann soll die
Funktion K (x) bestimmt werden.
Esisty = K'(z) - e -0+ K(z) - [1-¢"+x- €]
und daher lautet die DGL (*):

x{(’(z) e+ K@) [l-e"+ax-e"|—(x+1) - K(z) - z-e"+(2-24+1)-e*=0

-~ - N
Yy’ y
! T 1 —x . ! 2 ]' —2.x
also K(.SC),TG = —2——]-e und damit K({I;) = —— - -e R
x r oz

Nun ist K(x) = / K'(z)-dz, also muss noch integriert werden, und dafiir gibt es wieder

einen Trick (einen Trick muss man in einer Klausur nicht kénnen!)
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2 1
K(z) = /K'(x)-dx:/ (_E_P)fw.dx
672% 1 —2-z
= =2 ~dr + —— )€ ~dx
x x
T 1 1
= —2~/€ -dx+[—-e2'14—2-/—-62“-(&13]
x x x

6724‘
= +c
x
also y = K(z) - ¢® -2 = | — c)-efr=— e atceta=¢ c-e’ -z
Ysp n
(C) Durch den Punkt P = (1, 1) lduft - als Losung dieser DGL - die Kurve, in der ¢ bestimmt

wird durch
l=e¢l4c-et-1

also ¢ ~ 0.37 — 0.13 = 0.23 und damit
y=¢e¢"4023-¢"-x

T 05

Bild zu Aufgabe 20.13 durchgezogene Kurve; ¢ = 0.23
gepunktet: ¢ =1
gestrichelt: ¢ = 0.1
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Aufgabe 20.14:

Bestimmen Sie die allgemeine Losung der linearen Differentialgleichung

3

Y +3- 2 y=x-€" *
und die Losung durch den Punkt P = (0, 1).
Lésung der Aufgabe 20.14:
In der Gleichung
3
Y +3-02y=12-€""
steht auf der rechten Seite das Storglied.
(A) Homogener Teil der DGL:
n+3-2°n=0 (%)

1. Schritt: Auflésen nach 7'
n=-3-2*-n=f(x)-g(n), also flx)=-3-2> und g(n) =7
2. Schritt (Fall g(n) = 0):
Wegen ¢(n) = 0 ist n = 0 und damit ' = 0. Damit gilt die DGL (**) fiir n = 0.
3. Schritt (Fall g(n) # 0), Trennung der Verdnderlichen:

/%:/f(xydx, alsohier/i—n:—&/x?-dx

z3+c

oder In(|n]) = —2® + ¢, oder |n| = e+ = =" . ¢* mit ¢* > 0
3 .

oder n=e - mit ¢ #£0

Gesamtlosung des homogenen Teiles der DGL:

n:K-e_meitKEIR

Gesamte DGL, Variation der Konstanten:

Wir wiihlen den | Ansatz: y, = K (z) - e
Diese gewihlte Funktion soll in die Gleichung (*) eingesetzt werden, und dann soll die
Funktion K (x) bestimmt werden.

Es ist 4, = K'(z) - e + K(z) - [—3 cr? e_i”ﬂ
und daher lautet die DGL (*):
K'(z)-e™ + K(z)- [—3 x?- e’“"s} +3- 22 K(z) e =x-e" "

V) N———
8
8 gt . z - e’ x-et-e"
also  K'(z)-e™ =z und damit K'(z) = — = — =x-€e".
e—" e—"

Nun ist K(z) = / K'(x) - dx, also muss noch integriert werden.



Windelberg: Mathematik fiir Ingenieure, Kapitel 20

/K'(x).dx:/x.ew-dx

K(x) =

Stand: 18. August 2008

partielle Integration T x
=== rx-e'— [ e -dx

= r-e’ —e+ Ky=(x—1) e+ K

alsoist ys = K(z) - e =(z—1)-€* - e

eine spezielle Losung (fiir Ky = 0).

Damit ist dann

3

(x—1)-e*7"

3

n

Ys

3

y:n+yS:K-e’I3+(a:—1)-e‘”’m :K-e"”3+(x—1)-e‘” T

3

20022

Durch den Punkt P = (0,1) liuft - als Losung dieser DGL - die Kurve, in der K be-

stimmt wird durch

1=K-¢eP+(0-1)-"=K—-1

also y=2-¢% + (x—1)-e"7"

h/

T-05

Bild zu Aufgabe 20.14
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