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21 Lineare DGL mit konstanten Koe�zienten

Homogene lineare DGL mit konstanten Koe�zienten (REP Seite 448)

Homogene lineare DGL mit konstanten Koe�zienten haben die Form

y(n) + an�1 � y(n�1) + : : : + a1 � y0 + a0 � y = 0

wobei

1. y = y(x) als Funktion von x aufgefasst wird,

2. ym :=
dm y

d xm
ist und

3. die Koe�zienten ai mit i 2 f0; 1; : : : ; ng konstant (d.h. nicht von x abh�angig)
sind.

Der Ansatz
y = e��x

f�uhrt auf die charakteristische Gleichung

�n + an�1 � �n�1 + : : : + a1 � �+ a0 = 0

Jede k�fache L�osung der charakteristischen Gleichung
liefert k L�osungen der Di�erentialgleichung.

L�osungen der
charakteristischen Gleichung Basisl�osungen der DGL

� 1-fach reell e��x

� k-fach reell e��x, x � e��x, ... , xk�1 � e��x

� = a+ b � i 1-fach komlex
ea�x � cos(b � x)
ea�x � sin(b � x)

� = a+ b � i k-fach komplex
ea�x � cos(b � x), x � ea�x � cos(b � x), ... , xk�1 � ea�x � cos(b � x)
ea�x � sin(b � x), x � ea�x � sin(b � x), ... , xk�1 � ea�x � sin(b � x)

Man erh�alt so n linear unabh�angige Basisl�osungen y1, ... , yn. Diese bilden die
allgemeine L�osung y der DGL:

y = c1 � y1 + :::+ ck � yk mit ck 2 IR

Aufgabe 21.1:

L�osen Sie die Di�erentialgleichung
y00 � 6 � y0 + 9 � y = 0

a) allgemein
b) als Anfangswertaufgabe mit y(0) = 1 und y0(0) = �1.
c) Zeichnen Sie die L�osung von b) in der Umgebung f�ur �0:3 � x � 0:3
d) Pr�ufen Sie die G�ultigkeit von b) als L�osung der DGL im Punkt x = 0:1.
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L�osung der Aufgabe 21.1 (REP BEI 16.49):

a) aus dem Ansatz y = e��x ergeben sich

y0 = � � e��x = � � y
y00 = �2 � e��x = �2 � y
y000 = �3 � e��x = �3 � y

Folglich wird mit diesem Ansatz aus der gegebenen DGL

y00 � 6 � y0 + 9 � y = 0
y=e��x, �

�2 � 6 � �+ 9
� � y = 0

Daher lautet die charakteristische Gleichung

�2 � 6 � �+ 9 = 0 oder �1;2 = 3�p9� 9

d.h. � = 3 ist eine doppelte reelle Nullstelle (k = 2) der charakteristischen Gleichung.
Dann lauten die Basisl�osungen der DGL

y1 = e��x = e3�x und y2 = x � e��x = x � e3�x

Daraus ergibt sich die allgemeine L�osung

y = c1 � y1 + c2 � y2 = c1 � e3�x + c2 � x � e3�x

b) als Anfangswertaufgabe mit y(0) = 1 und y0(0) = �1 ergibt sich Teil a) durch Einsetzen:

1 = y(0) = c1 � e3�0 + c2 � 0 � e3�0 = c1, also c1 = 1

Wegen y0 = 3 � c1 � e3�x + 3 � c2 � x � e3�x + c2 � e3�x = (3 � c1 + 3 � c2 � x+ c2) � e3�x ist

�1 = y0(0)
c1=1
= (3 � 1 + 3 � c2 � 0 + c2) � e3�0 = 3 + c2, also c2 = �4 und damit

y = e3�x � 4 � x � e3�x

Aufgabe 21.1

y = e3�x � 4 � x � e3�x L�osung der Anfangswert-Di�erentialgleichung
y00 � 6 � y0 + 9 � y = 0
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d) Es ist
y(0:1) = e3�0:1 � 4 � 0:1 � e3�0:1 � :81
Es ist
y0 = 3 � e3�x � 4 � (1 + 3 � x) � e3�x

= �e3�x � 12 � x � e3�x
und folglich
y0(0:1) = �e3�0:1 � 12 � 0:1 � e3�0:1 � �2:97
sowie
y00 = �15 � e3�x � 36 � x � e3�x
und folglich
y00(0:1) = �15 �e3�0:1�36 �0:1 �e3�0:1 = �25:11
Einsetzung dieser Werte in die Di�erential-
gleichung:
y00(0:1)� 6 � y0(0:1) + 9 � y(0:1)
� �25:11� 6 � (�2:97) + 9 � 0:81 � 0

Aufgabe 21.1

y = e3�x � 4 � x � e3�x Veri�zierung f�ur x = 0:1
(gestrichelt): y0(0:1) � �3

und f�ur x = 0 (gepunktet): y0(0) = �1
(nach Aufgabenstellung 21.1b)

Aufgabe 21.2 (REP BEI 16.48):

L�osen Sie die homogene lineare Di�erentialgleichung 3. Ordnung mit konstanten Koe�zienten
y000�2 �y00�5 �y0+6 �y = 0 und zeichnen Sie drei verschiedene L�osungen, die durch den Punkt
(ln(2); 2) gehen.

L�osung von Aufgabe 21.2 (REP BEI 16.48):

Die allgemeine L�osung lautet y = c1 � ex + c2 � e�2�x + c3 � e3�x wobei ci 2 IR f�ur i 2 f1; 2; 3g
(konstante) Koe�zienten sind.

Aufgabe 21.2: Drei Kurven durch (ln(2); 2)
die der DGL

y000 � 2 � y00 � 5 � y0 + 6 � y = 0
gen�ugen

Aufgabe 21.2: Kurven
y = c1 � ex + c2 � e�2�x + c3 � e3�x

mit c1 = 0:5; 1:0; 1:5 und c2 = 0 und c3 = 0
mit c1 = 0 und c2 = 7:0; 8:0; 9:0 und c3 = 0

mit c1 = 0 und c2 = 0 und c3 = 0:15; 0:25; 0:35
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Aufgabe 21.3 (REP BEI 16.50):

L�osen Sie die homogene lineare Di�erentialgleichung 4. Ordnung mit konstanten Koe�zienten
y0000 + y000 = 0

L�osung von Aufgabe 21.3 (REP BEI 16.50):

Die allgemeine L�osung lautet y = c1 + c2 � x+ c3 � x2 + c4 � e�x wobei ci 2 IR f�ur i 2 f1; 2; 3; 4g
(konstante) Koe�zienten sind.

Aufgabe 21.4 (REP BEI 16.51):

L�osen Sie die homogene lineare Di�erentialgleichung 4. Ordnung mit konstanten Koe�zienten
y0000 � 2 � y000 + 2 � y00 � 2 � y0 + y = 0

L�osung von Aufgabe 21.4 (REP BEI 16.51):

Die allgemeine L�osung lautet y = c1 � ex + c2 � x � ex + c3 � cos(x) + c4 � sin(x) wobei ci 2 IR f�ur
i 2 f1; 2; 3; 4g (konstante) Koe�zienten sind.

Aufgabe 21.5 (REP BEI 16.52):

L�osen Sie die homogene lineare Di�erentialgleichung 3. Ordnung mit konstanten Koe�zienten
y000 � 5 � y00 + 9 � y0 � 5 � y = 0

L�osung von Aufgabe 21.5 (REP BEI 16.52):

Die allgemeine L�osung lautet y = c1 � ex + c2 � e2�x � cos(x) + c3 � e2�x � sin(x) wobei ci 2 IR f�ur
i 2 f1; 2; 3g (konstante) Koe�zienten sind.
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Inhomogene lineare DGL h�oherer Ordnung mit konstanten Koe�zienten

Inhomogene DGL unterscheiden sich von homogenen DGL durch ein
"
St�orglied\. Im

allgemeinen werden anstelle der inhomogene DGL zun�achst die zugeh�orige homogenen
DGL gel�ost (bei der kein St�orglied auftritt oder bei der das St�orglied gleich 0 ist). Die
L�osung wird mit yh, yhom oder � bezeichnet.
Dann wird aus dem St�orglied und aus der L�osung der homogenen DGL eine

"
spezielle

L�osung\ ys der DGL gesucht. Einen Ansatz f�ur dieses ys k�onnen wir nach REP S.450
�nden:

Ist die St�orfunktion r(x) vom Typ

entweder r(x) = P (x) � ea�x � cos(b � x) oder r(x) = P (x) � ea�x � sin(b � x)
wobei a; b reelle Zahlen und P (x) ein Polynom ist, so setze

(a) im Normalfall (d.h. falls keine Resonanz vorliegt, d.h. wenn a+ b � i keine L�osung
der charakteristischen Gleichung (2) ist):

ys = Q1(x) � ea�x � cos(b � x) +Q2(x) � ea�x � sin(b � x) Normalansatz

Dabei sind Q1(x) und Q2(x) Polynome mit unbestimmten Koe�zienten und
grad(P ) = grad(Q1) = grad(Q2).

(b) im Resonanzfall, d.h. wenn a + b � i eine k-fache L�osung der charakteristischen
Gleichung (2) ist):

ys = xk � [Q1(x) � ea�x � cos(b � x) +Q2(x) � ea�x � sin(b � x)] Resonanzfall

Die Gesamtl�osung y ist dann die Summe y = � + ys.

Aufgabe 21.6a:

L�osen Sie die inhomogene Di�erentialgleichung

y000 � y00 + y0 � y = sin(x) (1)

L�osung der Aufgabe 21.6a:

Zun�achst l�osen wir die homogene DGL

�3 � �2 + �� 1 = 0

Aus dem Ansatz y = e��x ergibt sich die charakteristische Gleichung:

�3 � �2 + �� 1 = 0

Diese hat die Nullstellen

�1 = 1 und �2;3 = �i (2)

Die L�osung � der homogenen Di�erentialgleichung lautet folglich

� = C1 � ex + C2 � cos(x) + C3 � sin(x) (3)

wobei Ci 2 IR f�ur i 2 f1; 2; 3g (konstante) Koe�zienten sind.
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Nun ber�ucksichtigen wir das St�orglied r(x) = sin(x).
Hier ist r(x) = sin(x) = P (x) � ea�x � sin(b � x), also

grad(P ) = 0 und a = 0 und b = 1, als a+ b � i = i

und es ist a + b � i eine 1-fache L�osung der charakteristischen Gleichung (2). Also liegt hier
Resonanz vor.
Wegen 0 = grad(Q1) = grad(Q2) setzen wir Q1(x) = A und Q2(x) = B. Dann ist

ys = x1 � [A � cos(x) +B � sin(x)] (4)

Dieses ys m�ussen wir nun in der Gleichung (1) einsetzen, um die Koe�zienten A und B zu
bestimmen.

Es ist
ys = A � x � cos(x) +B � x � sin(x)
y0s = A � [cos(x)� x � sin(x)] +B � [sin(x) + x � cos(x)]
y00s = A � [� sin(x)� sin(x)� x � cos(x)] +B � [cos(x) + cos(x)� x � sin(x)]
y000s = A � [�2 � cos(x)� cos(x) + x � sin(x)] +B � [�2 � sin(x)� sin(x)� x � cos(x)]
und folglich ergibt sich bei Einsatz in (1)

A � [�3 � cos(x) + x � sin(x)] +B � [�3 � sin(x)� x � cos(x)]| {z }
y000

s

� (A � [�2 � sin(x)� x � cos(x)] +B � [2 � cos(x)� x � sin(x)])| {z }
y00

s

+A � [cos(x)� x � sin(x)] +B � [sin(x) + x � cos(x)]| {z }
y0

s

� (A � x � cos(x) +B � x � sin(x))| {z }
ys

= sin(x)

also wird Koe�zientenvergleich betrieben:

sin(x):
sin(x) � [�3 �B + 2 � A+B] = sin(x) oder 2 � (A�B) = 1

cos(x):
cos(x) � [�3 � A� 2 �B + A] = 0 oder � A�B = 0

x � sin(x):
x � sin(x) � [A+B � A�B] = 0

x � cos(x):
x � cos(x) � [�B + A+B � A] = 0

also ist A = �B nach (5) und damit �4 �B = 1 nach (5),

also B = �1

4
und A =

1

4
, d.h. insgesamt nach (4)

ys =
1

4
� x � [cos(x)� sin(x)]

also lautet die Gesamtl�osung

y = � + ys = C1 � ex + C2 � cos(x) + C3 � sin(x) + 1

4
� x � [cos(x)� sin(x)]
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Bild zu Aufgabe 21.6a:
y000 � y00 + y0 � y = sin(x)

y = C1 � ex + C2 � cos(x) + C3 � sin(x) + 1

4
� x � [cos(x)� sin(x)]

C1 = C2 = C3 = 0: ausgezogene Kurve
C1 = C2 = C3 = 1: gestrichelte Kurve
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Aufgabe 21.6b:

L�osen Sie die inhomogene Di�erentialgleichung

y000 + y = x2 � ex (5)

L�osung der Aufgabe 21.6b:

Zun�achst l�osen wir die homogene DGL

�3 + 1 = 0

Aus dem Ansatz y = e��x ergibt sich die charakteristische Gleichung:

�3 + 1 = 0

Diese hat die Nullstellen

�1 = �1 und �2;3 =
1

2
�
�
1�

p
3 � i
�

(6)

Die L�osung � der homogenen Di�erentialgleichung lautet folglich

� = C1 � e�x + C2 � ex2 � cos
 p

3

2
� x
!
+ C3 � ex2 � sin

 p
3

2
� x
!

(7)

wobei Ci 2 IR f�ur i 2 f1; 2; 3g (konstante) Koe�zienten sind.

Nun ber�ucksichtigen wir das St�orglied r(x) = x2 � ex.
Hier ist r(x) = x2 � ex = P (x) � ea�x � cos(b � x), also

grad(P ) = 2 und a = 1 und b = 0, als a+ b � i = 1

und es ist a+b � i = 1 keine L�osung der charakteristischen Gleichung (??). Also liegt hier keine
Resonanz vor.
Wegen 2 = grad(Q1) = grad(Q2) setzen wir Q1(x) = A+B � x+ C � x2. Dann ist

ys = (A+B � x+ C � x2) � ex (8)

Dieses ys m�ussen wir nun in der Gleichung (6) einsetzen, um die Koe�zienten A, B und C zu
bestimmen.

Es ist
ys =

�
A+B � x+ C � x2� � ex

y0s =
�
A+B + (B + 2 � C) � x+ C � x2� � ex

y00s =
�
A+ 2 �B + 2 � C + (B + 4 � C) � x+ C � x2� � ex

y000s =
�
A+ 3 �B + 6 � C + (B + 6 � C) � x+ C � x2� � ex

und folglich ergibt sich bei Einsatz in (6)�
A+ 3 �B + 6 � C + (B + 6 � C) � x+ C � x2� � ex| {z }

y000

s

+
�
A+B � x+ C � x2� � ex| {z }

ys

= x2 � ex

oder

A+ 3 �B + 6 � C + (B + 6 � C) � x+ C � x2 + A+B � x+ C � x2 = x2 (9)
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Koe�zientenvergleich zu der Gleichung (9):

x2:
2 � C = 1 oder C =

1

2

x:
B + 6 � C +B = 0 oder B = �3

2

x0:
A+ 3 �B + 6 � C + A = 0 oder 2 � A� 9

2
+ 3 = 0 oder 2 � A =

3

4

d.h. insgesamt nach (8)

ys =

�
3

4
� 3

4
� x+ 1

2
� x2
�
� ex

also lautet die Gesamtl�osung

y = � + ys = C1 � e�x + C2 � ex2 � cos
 p

3

2
� x
!
+ C3 � ex2 � sin

 p
3

2
� x
!
+

�
3

4
� 3

4
� x+ 1

2
� x2
�
� ex

Bild zu Aufgabe 21.6b:
y000 + y = x2 � ex

y = C1 � e�x + C2 � ex2 � cos
 p

3

2
� x
!
+ C3 � ex2 � sin

 p
3

2
� x
!
+

�
3

4
� 3

4
� x+ 1

2
� x2
�
� ex

C1 = C2 = C3 = 0: ausgezogene Kurve
C1 = C2 = C3 = 1: gestrichelte Kurve
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Aufgabe 21.6c:

L�osen Sie die inhomogene Di�erentialgleichung

y000 � y00 � 5 � y0 � 3 � y = 8 � e�x (10)

L�osung der Aufgabe 21.6c:

Zun�achst l�osen wir die homogene DGL

y000 � y00 � 5 � y0 � 3 � y = 0

Aus dem Ansatz y = e��x ergibt sich die charakteristische Gleichung:

�3 � �2 � 5 � �� 3 = 0

Diese hat die Nullstellen

�1 = 3 und �2;3 = �1 (11)

Die L�osung � der homogenen Di�erentialgleichung lautet folglich

� = C1 � e�x + C2 � x � e�x + C3 � e3�x (12)

wobei Ci 2 IR f�ur i 2 f1; 2; 3g (konstante) Koe�zienten sind.

Nun ber�ucksichtigen wir das St�orglied r(x) = 8 � e�x.
Hier ist r(x) = 8 � e�x = P (x) � ea�x � cos(b � x), also

grad(P ) = 0 und a = �1 und b = 0, als a+ b � i = �1
und es ist a + b � i = �1 eine doppelte Nullstelle der charakteristischen Gleichung (siehe 11).
Also liegt hier Resonanz vor (k = 2).
Wegen 0 = grad(Q1) = grad(Q2) setzen wir Q1(x) = A. Dann ist

ys = A � x2 � e�x (13)

Dieses ys m�ussen wir nun in der Gleichung (10) einsetzen, um den Koe�zienten A zu bestim-
men.

Es ist
ys = A � x2 � e�x

y0s = A � �2 � x� x2
� � e�x

y00s = A � �2� 2 � x� 2 � x+ x2
� � e�x = A � �2� 4 � x+ x2

� � e�x

y000s = A � ��4 + 2 � x� 2 + 4 � x� x2
� � e�x = A � ��6 + 6 � x� x2

� � e�x

und folglich ergibt sich bei Einsatz in (10)

A � ��6 + 6 � x� x2
� � e�x| {z }

y000

s

�A � �2� 4 � x+ x2
� � e�x| {z }

y00

s

�5 � A � �2 � x� x2
� � e�x| {z }

y0

s

�3 � A � x2 � e�x| {z }
ys

= 8 � e�x

oder

A � ��6� 2 + (6 + 4� 10) � x+ (�1� 1 + 5� 3) � x2� � e�x = 8 � e�x (14)
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Koe�zientenvergleich zu der Gleichung (14):

A = 1

d.h. insgesamt nach (13)

ys = �x2 � e�x

also lautet die Gesamtl�osung

y = � + ys = C1 � e�x + C2 � x � e�x + C3 � e3�x � x2 � e�x

Bild zu Aufgabe 21.6c:
y000 � y00 � 5 � y0 � 3 � y = 8 � e�x

y = C1 � e�x + C2 � x � e�x + C3 � e3�x � x2 � e�x

C1 = C2 = C3 = 0: ausgezogene Kurve
C1 = C2 = C3 = 1: gestrichelte Kurve
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Aufgabe 21.6d:

Die homogene Schwingungs-Di�erentialgleichung ist eine lineare Di�erentialgleichung
mit konstanten Koe�zienten. Sie erscheint in der Mechanik als Federschwingung in der
Form

m � �x+ � � _x+ c � x = 0

und in der Elektrotechnik als Schwingkreis in der Form

L � d
2

d t2
I +R � d

d t
I +

1

c
� I = 0

(siehe REP 16.8)

Aus de Physik wird berichtet: Die Auslenkung y einer mechanischen Schwingung gen�ugt (in-
nerhalb bestimmter Grenzen von x) der Di�erentialgleichung

m � y00 + 
 � y + k � y = K(x) (15)

Darin sind m die Masse, k die Federkonstante, 
 eine D�ampfungskonstnate und K(x) eine
�aussere Kraft.

L�osen Sie die Di�erentialgleichung

a) f�ur m = 1, 
 = 0, k = 1 und K(x) = 0

b) f�ur m = 1, 
 = 0, k = 1 und K(x) = cos(x)

unter den Anfangsbedingungen y(0) = 0 und y0(0) = 1.

L�osung der Aufgabe 21.6da):

In diesem Fall lautet die DGL (15):

y00 + y = 0 (16)

Dies ist eine homogene DGL.

Aus dem Ansatz y = e��x ergibt sich die charakteristische Gleichung:

�2 + 1 = 0

Diese hat die Nullstellen

�1;2 = �i (17)

Die L�osung � dieser homogenen Di�erentialgleichung lautet folglich

y = C1 � cos(x) + C2 � sin(x) (18)

wobei Ci 2 IR f�ur i 2 f1; 2g (konstante) Koe�zienten sind.

Nun sollen die Anfangsbedingungen y(0) = 0 und y0(0) = 1 ber�ucksichtigt werden:
Wegen y(0) = 0 muss gelten

0 = y(0) = C1 � cos(0) + C2 � sin(0) = C1, also C1 = 0

Es ist y0 = �C1 � sin(x) + C2 � cos(x) C1=0
= C2 � cos(x)

Wegen y0(0) = 0 muss gelten

1 = y0(0) = C2 � cos(0) = C2, also C2 = 1

also insgesamt

y = sin(x) (19)
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L�osung der Aufgabe 21.6db):

In diesem Fall lautet die DGL (15):

y00 + y = cos(x) (20)

Dies ist eine inhomogene DGL.

Die zugeh�orige homogene DGL wurde in Aufgabe 21.6da) gel�ost: Nach (19) ist � = sin(x).

Nun ber�ucksichtigen wir das St�orglied r(x) = cos(x).
Hier ist r(x) = cos(x) = P (x) � ea�x � cos(b � x), also

grad(P ) = 0 und a = 0 und b = 1, als a+ b � i = i

und es ist a+b � i = i eine einfache komplexe Nullstelle der charakteristischen Gleichung (siehe
17). Also liegt hier Resonanz vor (k = 1).
Wegen 0 = grad(Q1) = grad(Q2) setzen wir Q1(x) = A und Q2(x) = B. Dann ist

ys = A � x � cos(x) +B � x � sin(x) (21)

Dieses ys m�ussen wir nun in der Gleichung (20) einsetzen, um die Koe�zienten A und B zu
bestimmen.

Es ist
ys = A � x � cos(x) +B � x � sin(x)
y0s = A � (cos(x)� x � sin(x)) +B � (sin(x) + x � cos(x))

y00s = A � (� sin(x)� sin(x)� x � cos(x)) +B � (cos(x) + cos(x)� x � sin(x))
= A � (�2 � sin(x)� x � cos(x)) +B � (2 � cos(x)� x � sin(x))

und folglich ergibt sich bei Einsatz in (20)

A � (�2 � sin(x)� x � cos(x)) +B � (2 � cos(x)� x � sin(x))| {z }
y00

s

+A � x � cos(x) +B � x � sin(x)| {z }
ys

= cos(x)

oder

sin(x) � (�2 � A+ x � (�B +B)) + cos(x) � (2 �B + x � (�A+ A)) = cos(x) (22)

Koe�zientenvergleich zu der Gleichung (22):

A = 0 und B =
1

2

d.h. insgesamt nach (21)

ys = 0 � x � cos(x) + 1

2
� x � sin(x) = 1

2
� x � sin(x)

also lautet die Gesamtl�osung

y = � + ys = sin(x)
1

2
� x � sin(x)



Windelberg: Mathematik f�ur Ingenieure, Kapitel 21 Stand: 18. August 2008 21014

Bild zu Aufgabe 21.6d: mechanische Schwingung
K(x) = 0: ausgezogene Kurve

K(x) = cos(x): gestrichelte Kurve
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Exakte DGL

Eine DGL der Form

p(x; y) + q(x; y) � y0 = 0

hei�t exakte DGL, falls es eine Funktion F (x; y) gibt mit

Fx(x; y) = p(x; y) und Fy(x; y) = q(x; y)

Die Funktion F hei�t dann Stammfunktion der exakten DGL.

Bemerkung: Die L�osung einer exakten DGL gelingt oft dadurch, dass zun�achst

F (x; y) =

Z
p (x; y) � dx

berechnet wird und dann f�ur diese Funktion F die Ableitung
d

dy
F (x; y)

gebildet wird - und diese dann mit q(x; y) vergliechen wird.

(Nat�urlich kann auch zun�achst mit der Integration F (x; y) =

Z
q (x; y) � dy begonnen

werden.)

Aufgabe 21.7:

L�osen Sie die exakte Di�erentialgleichung�
sin(y)� 2 � sin(x2) � sin(2 � y)� � y0 + cos(x) + 2 � x � cos(x2) � cos(2 � y) = 0 (23)

Vor�ubung (Erg�anzung der Formelsammlung):

a) Berechnung der Ableitung
d

dy
sin(x2) � cos(2 � y):

Es ist sin(x2) (bei Ableitung nach y) eine Konstante, also ist nur cos(2 � y) abzuleiten.
Daher ist

d

dy
sin(x2) � cos(2 � y) = �2 � sin(x2) � sin(2 � y)

Umgekehrt ist daherZ
2 � sin(x2) � sin(2 � y) � dy = � sin(x2) � cos(2 � y) + C(x)

b) Es ist
d

dx
sin(x2) � cos(2 � y) + C(x) = 2 � x � cos(x2) � cos(2 � y) + C 0(x)

L�osung der Aufgabe 21.7:

Gem�a� der Beschreibung einer exakten DGL wird hier eine Funktion F gesucht mit

Fx(x; y) = p(x; y) : = cos(x) + 2 � x � cos(x2) � cos(2 � y) und

Fy(x; y) = q(x; y) : = sin(y)� 2 � sin(x2) � sin(2 � y) (24)

also F (x; y) =

Z
cos(x) + 2 � x � cos(x2) � cos(2 � y) � dx

und

F (x; y) =

Z
sin(y)� 2 � sin(x2) � sin(2 � y) � dy
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Gem�a� der Bemerkung zur De�nition der exakten DGL beginnen wir mit der (einfacher er-
scheinenden) Integration:
Es ist nach den Vor�ubungen

F (x; y) =

Z
sin(y)� 2 � sin(x2) � sin(2 � y) � dy

= � cos(y) + sin(x2) � cos(2 � y) + C(x) (25)

und damit Fx(x; y) =
d

dx
F (x; y) = 2 � x � cos(x2) � cos(2 � y) + C 0(x).

Andererseits soll nach (24) gelten
Fx(x; y) = cos(x) + 2 � x � cos(x2) � cos(2 � y)
Also muss gelten

C 0(x) = cos(x) oder C(x) = sin(x) +K

Damit wird aus (25)

F (x; y) = � cos(y) + sin(x2) � cos(2 � y) + sin(x) +K (26)

Bild zu Aufgabe 21.7:
� cos(y) + sin(x2) � cos(2 � y) + sin(x) = 0

Bild zu Aufgabe 21.7:
� cos(y) + sin(x2) � cos(2 � y) + sin(x) = 1
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Aufgabe 21.8:

Es wird ein (eventuell beladener) Container betrachtet, der auf einen Betonboden f�allt. Es
wird angenommen, dass der Betonboden wie eine Feder wirkt, d.h. dass es eine Federkonstan-
te k f�ur das System Betonboden/Container gibt, so dass der Weg des Containers in den Beton
proportional zu der Kraft ist, mit der der Container auf den Betonboden dr�uckt 1).

Der Literatur kann diese Federkonstante im allgemeinen nicht entnommen werden. Daher wird
hier angenommen, dass bereits ein Fallversuch stattgefunden hat, um dadurch die Federkon-
stante des Systems Betonboden/Container mit Hilfe der allgemeinen Bewegungsgleichung f�ur
den freien Fall zu bestimmen.

Mit dieser Federkonstante kann dann auch f�ur jeden weiteren Fall eines Containers auf diesen
Boden die maximale Beschleunigung im Aufprallpunkt berechnet werden.

Voraussetzungen und Bedingungen

Es werden nur Bewegungen senkrecht zur Boden
�ache betrachtet.

V1 De�nition der Federkonstante des Bodens
kBoden Federkonstante des Bodens
F Kraft
x Koordinate (Weg) des tiefsten Punktes (

"
Aufprallpunktes\) des Containers

F = �k � x
V2 Zusammenhang zwischen dem Weg x, der Fallzeit t und der Beschleunigung b

b Beschleunigung des Containers (in positiv in Fallrichtung)

b =
d2 x

d t2
= �x

V3 Fallgesetz f�ur den Container
m Masse des Containers

F = m � b
A1 Anfangswert zur Beziehung zwischen der H�ohe x und Zeit t

t0 = 0 sei der Zeitpunkt, zu dem tiefste Punkt des Containers
auf den Boden auftri�t.
Die H�ohe des Bodens (vor dem Auftre�en des Containers) sei 0.
Also soll gelten x(0) = 0.

1) Diese Annahme ist nur in einem sehr kleinen Bereich g�ultig (wir nehmen an, dass sie von der Ober
�ache
bis 1mm darunter gilt).
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Aufgabe 21.8.1

Aus den
"
Voraussetzungen und Bedingungen\ (V1) bis (V3) ergibt sich der Zusammenhang

F = �k � x = m � b = m � �x ; also m � �x = �k � x (B)

Zeigen Sie, dass es unter Ber�ucksichtigung der Anfangswert-Bedingung (A1) f�ur jede L�osung
dieser Di�erentialgleichung eine

"
Amplitude\ A und eine

"
Frequenz\ ! gibt mit

x = x(t) = A � sin(! � t) mit ! =

r
k

m

L�osung der Aufgabe 21.8.1

Der allgemeine Ansatz f�ur eine homogene Di�erentialgleichung h�oherer Ordnung mit konstan-
ten Koe�zienten lautet

x = x(t) = e��t

Damit ergibt sich die charakteristische Gleichung als

m � �2 + k = 0

Diese Gleichung ist erf�ullt f�ur

�2 = � k

m

d.h. � mit �1 = i �
r

k

m
und �2 = �i �

r
k

m
ist eine 1-fach komplexe L�osung (mit a = 0 und

b =

r
k

m
) der charakteristischen Gleichung, und damit lauten die Basisl�osungen der DGL8>>>>>>>><

>>>>>>>>:
ea�x � cos(b � t)

a=0

b =
q

k
m

= cos(
q

k
m
� t)

ea�x � sin(b � t)

a = 0

b =
q

k
m

= = sin(
q

k
m
� t)

,

d.h. die allgemeine L�osung der DGL ist x = c1 � cos(
r

k

m
� t) + c2 � sin(

r
k

m
� t)

Nach der Anfangswert-Bedingung (A1) soll gelten x(0) = 0, also ist c2 = 0.
Damit gibt es f�ur jede L�osung dieser Di�erentialgleichung (B) eine

"
Amplitude\ A und eine

"
Frequenz\

! =

r
k

m
(B1)

mit

x = x(t) = A � sin
 r

k

m
� t
!

(B2)
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Aufgabe 21.8.2

Es wird weiterhin angenommen, dass der Weg x des Aufprallpunktes des Containers in Abh�angig-
keit von der Zeit t durch eine Gleichung der Form von (B2) (f�ur ein geeignetes A) beschrieben
wird. Es sei t0 = 0 der Zeitpunkt, zu dem der Aufprallpunkt des Containers mit einer Ge-
schwindigkeit v0 auf den Boden auftri�t.
Bestimmen Sie

21.8.2.1 den Zusammenhang zwischen v0 und A

21.8.2.2 den (ersten) Zeitpunkt t1 > t0, zu dem der Container den tiefsten Punkt im
Boden erreicht (Hinweis: in diesem Punkt ist die Geschwindigkeit 0.)

21.8.2.3 die maximale Beschleunigung im Aufprallpunkt

L�osung der Aufgabe 21.8.2

Nach (B3) ist x = A � sin(
q

k
m
� t) der Weg des Aufprallpunktes in den Boden, und die

Geschwindigkeit dieses Aufprallpunktes ist v =
d x

d t
= _x.

Es ist

_x = A �
r

k

m
� cos(

r
k

m
� t)

Da v0 die Aufprallgeschwindigkeit v0 (zur Zeit t0 = 0) bekannt ist, gilt

v0 = _x(0) = A �
r

k

m
� cos(

r
k

m
� 0) = A �

r
k

m

und damit

A = v0 �
r
m

k
(B3)

Da zum Zeitpunkt t1 die Geschwindigkeit _x des Containers gleich Null ist, muss gelten

_x = A �
r

k

m
� cos(

r
k

m
� t1) = 0 �!

r
k

m
� t1 = �

2
�! t1 =

�

2
�
r
m

k
(B4)

Neben der Geschwindigkeit kann auch die Beschleunigung b =
d2 x

d t2
= �x aus der Gleichung

(B2) bestimmt werden:

b = �x = �
�
v0 �

r
m

k

�
� k
m
� sin

 r
k

m
� t
!

(B5)

Da die Beschleunigung im Zeitpunkt t1 maximal ist, gilt

bmax = �x(t1) = �v0 �
r
m

k
� k
m
� sin

 r
k

m
� �
2
�
r
m

k

!
= �v0 �

r
k

m
(B6)
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Aufgabe 21.8.3

Es wird angenommen, dass bereits ein Fallversuch durchgef�uhrt wurde, wobei folgende Daten
dokumentiert wurden:

Fallh�ohe (= H�ohe des tiefsten Punktes des Containers) H = 0:3m (A2)

Gesamtmasse m des (eventuell beladenen) Containers m = 150 000 kg (A3)

maximale Beschleunigung b(max) = 30 g (A4)

Bemerkung: Nach den Fallgesetzen betr�agt bei dieser H�ohe H die Aufprallgeschwindigkeit
v0 =

p
2 � g �H � 2:5m=s. (B7)

21.8.3.1 Bestimmen Sie aus diesen Messwerten die Federkonstante k

21.8.3.2 Berechnen Sie die Kraft, die notwendig ist, um den Betonboden um 1 mm (bei
dieser Federkonstanten) einzudr�ucken.

L�osung der Aufgabe 21.8.3

Bewegungsgleichung f�ur den freien Fall

Der Beton-Boden, auf den der Container f�allt, wird als
eine Feder mit der Federkonstanten k betrachtet. Der
fallende Container dr�uckt mit einer Kraft F auf die-
sen Boden und bewirkt dadurch eine Vertiefung um eine
Strecke x1. Hier wird die Beschleunigung zur Zeit t = t1
aus den Me�daten entnommen, um die Federkonstante
des Betons zu bestimmen.

��
Aufgabe 21.8.3: Bestimmung der

Federkonstante
Aus (B6) ergibt sich mit den Daten (A3), (A4) und (B7):

b(max;P ) = 30 g = 30 � 9:81m=s2 = �2:5m=s �
s

k

150 000 kg
(B8)

oder

k =

�
30 � 9:81m=s2

2:5m=s

�2

� 150 000 kg � 2080
MN

m
= 208 000

t

m
(B9)

d.h. zum Eindr�ucken des Betonbodens um x = 1mm w�are eine Kraft von 208 t notwendig.

Mit der Kenntnis der Federkonstante des Betonbodens (z.B. aus dem in Aufgabe 21.8.3 be-
schriebenen Fallversuch) kann nun f�ur einen Container mit der Masse m und der Aufprall-
geschwindigkeit v0 die maximale Beschleunigung in dem Aufprallpunkt nach (B6) berechnet
werden.
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Aufgabe 21.8.4 Festigkeit des Beton-Bodens

Untersuchen Sie, wie sich die maximale Beschleunigung �andert, wenn der Boden h�arter wird
(d.h. wenn sich die Federkonstante des Bodens erh�oht). Es gilt nach (B6):

bmax = �v0 �
r

k

m

Daher gilt f�ur einen Container (mit einer festen Masse und eine festen Fallh�ohe):

bmax �
p
k

d.h. je gr�osser die Federkonstante des Bodens ist, desto h�oher ist die maximale Beschleunigung

beim Fall auf den Boden.

21.8.5 Theorie: Elastizit�at - Federkonstante

Ein Stab mit Querschnitt A und L�ange l0 werde mit einer Kraft F gedr�uckt/gezogen. Dann
ist die Spannung � = F

A

Das Ergebnis sei eine Verk�urzung/Verl�angerung der L�ange l0 auf die L�ange l. Dann ist

� =
� l

l0
=

l � l0
l0

Es wird de�niert: der Elastizit�atsmodul E = �
�

Der Elastizit�atsmodul von Beton betr�agt EBeton = 40MPa = 40MN=m2

Der Elastizit�atsmodul von Stahl betr�agt EStahl;min = 150MPa bis EStahl;max = 310MPa

Der Beton werde um 7 cm=0.07m eingedr�uckt. Dann ist � l = 0:07m und � =
0:07m

l0
Wie

hoch war der Betonblock, auf den der Container �el (d.h.wie gross war l0)?

Wie gro� ist die Fl�ache A, die eingedr�uckt wird, wenn der Container auf auf den Betonblock
f�allt?

Annahme 1: A = 1000 cm2 = 0:1m2

Annahme 2: Der Container wirkte mit der Kraft FC auf den Betonboden; FC = 0:72MN
Gesucht: l0.
Wir nehmen an, dass diese Kraft FC auf die Fl�ache A dr�uckt. Dann ist

� =
0:72

0:1

MN

m2
= 7:2MPa

Da Beton den Elastizit�atsmodul EBeton = 40MPa besitzt, ist

EBeton = 40MPa =
�

�
=

7:2 � l0
0:07

MPa

m

oder

l0 = 40 � 0:07
7:2

m � 0:39m

Daher w�are die H�ohe des Betonblocks 39 cm.

Wenn daraus nach Gleichung (B) die Federkonstante k gerechnet werden soll, dann ist zu
ber�ucksichtigen: Innerhalb der G�ultigkeit des Hooke'schen Gesetzes herrscht Elastizit�at. Damit
ist die �Anderung der L�ange � l proportional zu der aufgewendeten Kraft:

k = � F

� l
= �0:72

0:07

MN

m
� 10

MN

m
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Aufgabe 21.8.6: Wellengleichung (nach Physics, Seite 472)

Oszillierendes Teilchen am Ende einer Feder

An eine nicht ausgezogenen Feder sei an einem Ende (mit den Koordinaten P = (0; 0)) ein
Teilchen mit einer Masse m befestigt, w�ahrend das andere Ende der Feder an einem Ort
Q = (�q; 0) mit q > 0 fest angebunden ist. Wenn nun das Teilchen w�ahrend der Zeit t in
positiver x-Richtung (ohne Reibung) um das St�uck x(t) mit einer Kraft F (t) gezogen wird,
dann gilt mit einer

"
Federkonstanten\ k

F (t) = k � x(t) (1)

Andererseits gilt Newtons Gesetz
"
Kraft = Masse mal Beschleunigung\, d.h. wenn bx(t) die

Beschleunigung in x-Richtung ist, wir haben eine weitere Gleichung f�ur diese Kraft:

F (t) = �m � bx(t) (2)

Schliesslich ist aus der Physik bekannt, dass Beschleunigung bx(t) und der w�ahrend der Zeit t
zur�uckgelegte Weg x(t) zusammenh�angen durch die Gleichung

bx(t) =
d2

d t2
x(t) (3)

Aufgabe:

Fassen Sie diese drei Gleichungen zu einer Gleichung zusammen, die nur die Terme

m,
d2

d t2
x(t), k und x(t)

enth�alt.

L�osung:

Aus (1) und (2) wird mit (3)

k � x(t) = �m � bx(t) (3)
= �m � d

2

d t2
x(t)

und damit

k � x(t) = �m � d
2 x(t)

d t2

(diese Gleichung ist eine Di�erentialgleichung zweiter Ordnung).

Aufgabe 21.8.7: Gleichm�a�ige Kreisbewegung

Ein Teilchen, das sich am Ende eines Bandes der L�ange r um den Nullpunkt mit gleichm�a�i-
ger Winkelgeschwindigkeit ! dreht, erf�ahrt in Richtung Nullpunkt eine Beschleunigung ~a(').
Wenn wir die Bewegung dieses Teilchens durch Polarkoordinaten als Funktion der Zeit ' in
der Form ~r(') beschreiben, dann gilt

~a(') =

�
ax(')
ay(')

�
= �!2 � ~r(') = �!2 �

�
r � cos(')
r � sin(')

�
=: �!2 �

�
x(')
y(')

�
also gilt f�ur die jeweiligen x-Komponenten

ax(') = �!2 � x(') (4)

Auch hier gilt, dass Beschleunigung ax(') und der mit dem Winkel ' zur�uckgelegte Weg x(')
zusammenh�angen durch die Gleichung

ax(') =
d2

d'2
x(') (5)
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Aufgabe:

Fassen Sie die Gleichungen (4) und (5) zu einer Gleichung zusammen, die nur die Terme

!,
d2

d'2
x(') und x(')

enth�alt.

L�osung:

Aus (4) und (5) wird

d2 x(')

d'2
= �!2 � x(')

(auch diese Gleichung ist eine Di�erentialgleichung zweiter Ordnung).

Aufgabe 21.8.8:

L�osen Sie die Di�erentialgleichungen aus 21.8.6 und 21.8.7 auf die gleiche Art. Geben Sie dazu
an:

a) den Ansatz,

b) die charakterische Gleichung und deren L�osungen,

c) die allgemeine L�osung,

d) die spezielle L�osung durch den Punkt P =
��
6
; 1
�
= 9 mit der Steigung y0

��
6

�
= 9

und der Gleichung der Tangente in P

e) die spezielle L�osung nach d) in der Form y = A � cos(B � x+ C)

und zeichnen Sie die zugeh�orige Kurve im Intervall
h
0 ;

�

3

i
L�osung a):

F�ur

! =

r
k

m

sind beide Probleme gleich.

Es ist dann mit y = y(x) := x(') und y00 :=
d2 x(')

d'2

y00 + !2 � y = 0

F�ur diese
"
homogene lineare Di�erentialgleichung mit konstanten Koe�zienten\ wird der An-

satz y = e��x 6

gew�ahlt.

L�osung b):

Damit lautet die charakterische Gleichung

�2 + !2 = 0

Diese Gleichung hat die L�osungen

�1;2 = �i � ! (einfach komplex)

L�osung c):

Damit lauten die Basisl�osungen der Di�erentialgleichung (6)

e0�x � cos(! � x) = cos(! � x) und e0�x � sin(! � x) = sin(! � x)
mit der L�osungsbasis

y = c1 � cos(! � x) + c2 � sin(! � x) mit c1 2 IR und c2 2 IR

L�osung d):
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Eine spezielle L�osung f�ur ! = 18 durch den Punkt P = (
�

6
; 1), an der die Kurve die Steigung

y0
��
6

�
= 9 besitzt, ergibt sich wegen

y0 = �c1 � ! � sin(! � x) + c2 � ! � cos(! � x)

durch die Au
�osung der beiden folgenden Gleichungen:�
1 = c1 � cos

�
18 � �

6

�
+ c2 � sin

�
18 � �

6

�
= �c1 (7)

9 = �c1 � 18 � sin
�
18 � �

6

�
+ c2 � 18 � cos

�
18 � �

6

�
= �18 � c2 (8)

Also c1 = �1 und c2 = �1

2
und damit

y = � cos(18 � x)� 1

2
� sin(18 � x)

Die Tangente in dem Punkt P hat die Gleichung

y = 9 � x+ 1� 3

2
� � (Tangente im Punkt P =

��
6
; 1
�

)

Zeichnung:

Diese Kurve hat im Intervall [0 ;
�

3
folgende Gestalt:

Bild zu Aufgabe ing100: Kurve (ausgezogen) mit Tangente in P (gestrichelt)

L�osung e):

Schliesslich m�ussen noch Koe�zienten A, B und C so bestimmt werden, dass gilt
y = A � cos(B � x+ C) = � cos(18 � x)� 1

2
� sin(18 � x).

Dazu wird cos(B � x+ C) nach dem Additionstheorem des cos aufgel�ost:
cos(B � x+ C) = cos(B � x) � cos(C)� sin(B � x) � sin(C),

also

A � [cos(B � x) � cos(C)� sin(B � x) � sin(C)] = � cos(18 � x)� 1

2
� sin(18 � x).
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Ein Koe�zientenvergleich ergibt direkt

B = 18

also

A � cos(C) � cos(18 � x)� A � sin(C) � sin(18 � x) = � cos(18 � x)� 1

2
� sin(18 � x).

d.h. es m�ussen A und C so gew�ahlt werden, dass gelten

A � cos(C) = �1 und A � sin(C) = 1

2
. (9)

Durch Quadrieren erh�alt man

A2 = A2 � �cos2(C) + sin2(C)
�
= 1 +

1

4
=

5

4
, also A = �1

2
�
p
5.

Wir w�ahlen hier

A =
1

2
�
p
5

um damit C aus (9) zu bestimmen:
1

2
�
p
5 � cos(C) = �1 und

1

2
�
p
5 � sin(C) = 1

2
oder

cos(C) = �2

5
�
p
5 und sin(C) =

1

5
�
p
5 , also tan(C) = � sin(C)

cos(C)
= �1

2
.

Da C im II. Quadranten liegt, ergibt sich damit

C � � � 0:46 � 2:68 � 180� � 26:6� = 153:4�

Daher lautet die gesuchte spezielle L�osung der obigen Di�erentialgleichung

y =
1

2
�
p
5 � cos(18 � x+ 2:68)
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