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21 Lineare DGL mit konstanten Koeffizienten

Homogene lineare DGL mit konstanten Koeffizienten (REP Seite 448)

Homogene lineare DGL mit konstanten Koeffizienten haben die Form
vty L 4a oy +agy=0

wobei
1. y = y(z) als Funktion von = aufgefasst wird,
m

2. y™ = Y ist und
dx™

3. die Koeffizienten ¢; mit ¢ € {0, 1,...,n} konstant (d.h. nicht von z abhingig)
sind.

Der Ansatz

y = e)va:

fiihrt auf die charakteristische Gleichung

Nod G A"+ e A+ap=0

Jede k—fache Losung der charakteristischen Gleichung
liefert k£ Losungen der Differentialgleichung.

Loésungen der
charakteristischen Gleichung | Basislosungen der DGL
A 1-fach reell e
A k-fach reell N ogeet L gkl e
_ e . cos(b - x)
A=a-+b-i 1-fach komlex ]
e . sin(b - x)
, e®® . cos(b-x), v-e*®-cos(b-x), ..., ¥ 1 e¥® cos(b-x)
A=a+b-i k-fach komplex . . el .
e sin(b-x), x - e -sin(b-x), ..., "1 e¥" - sin(b - x)
Man erhilt so n linear unabhéingige Basislosungen yy, ... , y,. Diese bilden die

allgemeine Losung y der DGL:

Y==C1-Y + ...+ Yg mltCkE|R‘

Aufgabe 21.1:
Lésen Sie die Differentialgleichung
y'—6-y +9-y=0
a) allgemein
b) als Anfangswertaufgabe mit y(0) = 1 und %'(0) = —1.
¢) Zeichnen Sie die Losung von b) in der Umgebung fiir —0.3 < 2 < 0.3
d) Priifen Sie die Giiltigkeit von b) als Losung der DGL im Punkt 2 = 0.1.
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Lésung der Aufgabe 21.1 (REP BEI 16.49):

a)

aus dem Ansatz |y = e | ergeben sich

Folglich wird mit diesem Ansatz aus der gegebenen DGL
Y -6y 9 y=0 "& (A2—6-1+9) y=0
Daher lautet die charakteristische Gleichung
M—6-A4+9=0 oder MNy=3+v9-9

d.h. A = 3 ist eine doppelte reelle Nullstelle (k = 2) der charakteristischen Gleichung.
Dann lauten die Basislosungen der DGL

P — 3w

e und Yo = - eA.;n — 3.z

yp=e T-e

Daraus ergibt sich die allgemeine Losung

3- 3-
y=cr-h+c-yp=c1-€T+ey-x-e’”

als Anfangswertaufgabe mit y(0) = 1 und y'(0) = —1 ergibt sich Teil a) durch Einsetzen:

T=y(0)=c -V +cy-0-e30 =y, also

Wegen ¢/ =3-¢c1-€*+3-cy-2-€¥ "+ 3= 3 ¢;+3 a7+ o) - €37 ist

—1=y'(0)E ' 3-1+3-¢2-04c2) - €0 =3+ ¢, alsound damit

y=e"—4.z-e

3-x

Aufgabe 21.1
y=e>* —4.x-e*" Losung der Anfangswert-Differentialgleichung
y'—6-y+9-y=0
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d) Es ist
y(0.1) = €301 — 4.0.1- €301 ~ 81 Tid
Es ist
y123'63'x—4'(1+3'$)'63'$
= 3" —12. 33"
und folglich
y(0.1) = =% —12.0.1-*% & —2.97
sowie
y"'=—15-e3T —36-1-e37
und folglich
y"(0.1) = —15-¢301 - 36-0.1- €31 = —25.11
Einsetzung dieser Werte in die Differential-
gleichung: ; !
y"(0.1) = 6-4/(0.1) +9 - y(0.1) oo | 01
~ —2511—-6-(—2.97)+9-0.81~0 Aufgabe 21.1

y=e3% — 4.1 e Verifizierung fiir z = 0.1
(gestrichelt): y'(0.1) ~ —3
und fiir x = 0 (gepunktet): '(0) = —1
(nach Aufgabenstellung 21.1b)

Aufgabe 21.2 (REP BEI 16.48):

Losen Sie die homogene lineare Differentialgleichung 3. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
"

y" —2-y" —5-9'+6-y = 0 und zeichnen Sie drei verschiedene Losungen, die durch den Punkt
n(2),2) gehen.
(In(2),2) geh

Lésung von Aufgabe 21.2 (REP BEI 16.48):
Die allgemeine Losung lautet y = ¢; - €* + ¢y - € 2% 4¢3 - € wobei ¢; € R fiir i € {1,2,3}
(konstante) Koeffizienten sind.

r4.5

r3.5

F15 /
5 J }

Aufgabe 21.2: Kurven
y=ci - +cyre * fcye et

£
5 T

Aufgabe 21.2: Drei Kurven durch (In(2),2)

w_g. d},e_d?.D,GjLLG_ L mit ¢; = 0.5, 1.0, 1.5 und ¢, = 0 und ¢3 = 0
Y Y . y v= mit ¢; = 0 und ¢ = 7.0, 8.0, 9.0 und ¢3 =0
geniigen

mit ¢; = 0 und ¢, = 0 und ¢35 = 0.15, 0.25, 0.35
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Aufgabe 21.3 (REP BEI 16.50):

Lésen Sie die homogene lineare Differentialgleichung 4. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
nn "
=0

yo +y

Lésung von Aufgabe 21.3 (REP BEI 16.50):

Die allgemeine Losung lautet y = ¢; + co - 2 + ¢3 - 22 + ¢4 - €7 wobei ¢; € R fiir i € {1,2,3,4}
(konstante) Koeffizienten sind.

Aufgabe 21.4 (REP BEI 16.51):

Lésen Sie die homogene lineare Differentialgleichung 4. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
y/l/l_2.ylll+2.yll_2.yl+y:0
Lésung von Aufgabe 21.4 (REP BEI 16.51):

Die allgemeine Losung lautet y = ¢; - €* +co - - €” + ¢3 - cos(x) + ¢4 - sin(z) wobei ¢; € R fiir
i €{1,2,3,4} (konstante) Koeffizienten sind.

Aufgabe 21.5 (REP BEI 16.52):

Losen Sie die homogene lineare Differentialgleichung 3. Ordnung mit konstanten Koeffizienten
ylll_5.yll+9.yl_5‘y:()

Lésung von Aufgabe 21.5 (REP BEI 16.52):

Die allgemeine Lésung lautet y = ¢; - €* + ¢y - €** - cos(x) + ¢3 - 2% - sin(x) wobei ¢; € R fiir
i € {1,2,3} (konstante) Koeffizienten sind.
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Inhomogene lineare DGL héherer Ordnung mit konstanten Koeflizienten

Inhomogene DGL unterscheiden sich von homogenen DGL durch ein ,,Storglied”. Im
allgemeinen werden anstelle der inhomogene DGL zuniéchst die zugehérige homogenen
DGL gelost (bei der kein Storglied auftritt oder bei der das Storglied gleich 0 ist). Die
Losung wird mit yp, Yrom oder n bezeichnet.

Dann wird aus dem Storglied und aus der Losung der homogenen DGL eine ,spezielle
Losung® y, der DGL gesucht. Einen Ansatz fiir dieses ys konnen wir nach REP S.450
finden:

Ist die Storfunktion r(z) vom Typ
entweder r(x) = P(x) - e*®-cos(b-xz) oder r(z)= P(z)-e** sin(b-x)
wobei a, b reelle Zahlen und P(z) ein Polynom ist, so setze

(a) im Normalfall (d.h. falls keine Resonanz vorliegt, d.h. wenn a + b- i keine Losung
der charakteristischen Gleichung ist):
ys = Q1(x) - € - cos(b-x) + Q2(z) - € -sin(b-x) Normalansatz
Dabei sind Q(x) und Qs(z) Polynome mit unbestimmten Koeflizienten und
grad(P) = grad(Qy) = grad(Q>).

(b) im Resonanzfall, d.h. wenn a + b - i eine k-fache Losung der charakteristischen
Gleichung (2)) ist):
ys = 2% - [Q1(x) - e*® - cos(b- x) + Qy(x) - e¥” -sin(b- r)] Resonanzfall

Die Gesamtlésung y ist dann die Summe |y = n + y,.

Aufgabe 21.6a:

Lésen Sie die inhomogene Differentialgleichung

y" —y" +y —y =sin(z) (1)
Losung der Aufgabe 21.6a:
Zunéchst 16sen wir die homogene DGL
M—-N+A-1=0
Aus dem Ansatz y = e™® ergibt sich die charakteristische Gleichung:
M—=N+A-1=0
Diese hat die Nullstellen
/\1 =1 und )\273 =42 (2)
Die Losung 7 der homogenen Differentialgleichung lautet folglich
n=C,-e* 4 Cy-cos(x) + Cs - sin(x) (3)

wobei C; € R fiir 1 € {1, 2,3} (konstante) Koeffizienten sind.
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Nun beriicksichtigen wir das Storglied r(z) = sin(x).
Hier ist r(z) = sin(x) = P(z) - ** - sin(b - x), also
grad(P)=0und a=0und b=1,alsa+b-i=1

und es ist a + b - 7 eine 1-fache Losung der charakteristischen Gleichung (2). Also liegt hier
Resonanz vor.

Wegen 0 = grad(Q:) = grad(Q)z) setzen wir Q1(x) = A und Q2(x) = B. Dann ist
ys = 1" - [A-cos(z) + B -sin(z)] (4)

Dieses y; miissen wir nun in der Gleichung einsetzen, um die Koeffizienten A und B zu
bestimmen.

Es ist

ys = A-x-cos(z)+ B -z -sin(z)

Y. = A -[cos(z) — x - sin(z)] + B - [sin(x) + x - cos(x)]

Yl = A-[—sin(z) —sin(z) — x - cos(z)] + B - [cos(z) + cos(x) — x - sin(x)]

Yy, = A-[=2-cos(z) — cos(z) + z - sin(x)] + B - [-2 - sin(x) — sin(z) — x - cos(z)]
und folglich ergibt sich bei Einsatz in (1)

N S

A-[-3-cos(z) + z - sin(z)] j:B - [=3-sin(z) — x - cos(x)]

1

Ys

—(A-[-2-sin(z) —z - cos(x)] + B - [2 - cos(x) — x - sin(x)])

i

-~

1"
Ys

+ A - [cos(z) — z - sin(z)] iB - [sin(z) + z - cos(z)]

N J

A

G COS(ZE)iB ‘o -sin(z)) = sin(z)

Ys

also wird Koeffizientenvergleich betrieben:

SN Gin(x) - [-3-B+2- A+ B =sin(x) oder 2-(A—B)=1
cos(x): cos(v) - [-3-A—2-B+A]=0 oder —A-B=0
@ - sin(z): z-sin(z) - [A+B—-—A—-B]=0

x - cos(z):

z-cos(z) - [-B+A+B—-A]=0

also ist A = —B nach (f)) und damit —4 - B =1 nach (f),

1
also B = 1 und A = 7 d.h. insgesamt nach H

Ys = i -z - [cos(x) — sin(z)]

also lautet die Gesamtlosung

1
y=n+ys=Cr-e"+Cy-cos(z) + Cs3 -sin(z) + i [cos(z) — sin(z)]
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Bild zu Aufgabe 21.6a:

y" —y" +y —y =sin(z)

y=Cy-e* 4+ Cy-cos(x) + C5 - sin(x) + i -z - [cos(z) — sin(x)]
C, = Cy = (3 = 0: ausgezogene Kurve
C, = Cy = (3 = 1: gestrichelte Kurve
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Aufgabe 21.6b:

Lésen Sie die inhomogene Differentialgleichung

"

y" +y=2a"-€" (5)

Losung der Aufgabe 21.6b:

Zunéchst 16sen wir die homogene DGL

AN +1=0
Aus dem Ansatz y = ™7 ergibt sich die charakteristische Gleichung:
AN +1=0
Diese hat die Nullstellen
1
AM=-1 und A2,3:§~(1i\/§~i) (6)

Die Losung 7 der homogenen Differentialgleichung lautet folglich

77201'€_m+02'€§'COS<\/7§'I>+Cg'€§'Sin<\/7§'lL’> (7)

wobei C; € R fiir 1 € {1, 2,3} (konstante) Koeffizienten sind.

Nun beriicksichtigen wir das Storglied r(z) = z2 - €.

Hier ist r(z) = 2% - € = P(x) - €*® - cos(b - z), also
grad(P)=2unda=1und b=0,alsa+b-i=1
und es ist a+b-7 = 1 keine Losung der charakteristischen Gleichung (??). Also liegt hier keine

Resonanz vor.
Wegen 2 = grad(Q,) = grad(Qs) setzen wir Q,(z) = A+ B -z + C - 22. Dann ist

ys=(A+B-x+C-27)-¢" (8)

Dieses y, miissen wir nun in der Gleichung @ einsetzen, um die Koeffizienten A, B und C zu
bestimmen.

Es ist

ys=(A+B-z+C-2%)-€"
yo=(A4+B+(B+2-C)-z+C-2%)-€"

y! =(A+2-B+2-C+(B+4-C)-2+C-2%)-€"
y' = (A+3-B+6-C+ (B+6-C)-z+C-2°)-¢"
und folglich ergibt sich bei Einsatz in ()

(A+3-B+6-C+(B+6-C)-x+C-a*)-€"

n

Ys

+(A—|—B-x+(]~x2)~em = 22.¢°

N

-

Ys

oder

A+3-B+6-C+(B+6-C)-2+C-2°+A+B-2+C-2°= 2? (9)
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Koeffizientenvergleich zu der Gleichung (9):
2.

% 1
2.-C=1 oder CZE
T 3
B+6-C+B=0 oder B:_§
22

A+3-B+6-C+A=0 oder 2-A—g+3:() oder 2-A:%

d.h. insgesamt nach

also lautet die Gesamtlosung

o 3 2 3 3 3 1
y=n+ys=C1-e "+ Cy-e2-cos £:E +C5-e2 -sin \/—_JC +{=—=x+=-a?) e
2 2 4 4 2
N/
\
\
\
\
\
\
A
\
\
\
)
: X
2 1 1

1

Bild zu Aufgabe 21.6b:

"

y" +y=a’-e"
e 3 e 3 3 3 1
y=Cr-e "+ Cy-e2-cos \/—_:E + C3-e2 -sin ix o [ e R I
2 2 4 2
C, = Cy = (3 = 0: ausgezogene Kurve
C) = Cy = (3 = 1: gestrichelte Kurve
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Aufgabe 21.6c¢c:
Lésen Sie die inhomogene Differentialgleichung

T

ylll_yll_5_yl_3.y:8.ef

Losung der Aufgabe 21.6c¢:
Zunéchst 16sen wir die homogene DGL
y"' —y" =5y =3.y=0
Aus dem Ansatz y = €™ ergibt sich die charakteristische Gleichung:
M —XN-5-1-3=0
Diese hat die Nullstellen

)\1 =3 und )\2’3 =-1
Die Losung 1 der homogenen Differentialgleichung lautet folglich
n=0Cr-e*+Cy-z-e"+Cy-e"

wobei C; € R fiir 7 € {1, 2,3} (konstante) Koeffizienten sind.

Nun beriicksichtigen wir das Storglied r(z) = 8- e~ 7.
Hier ist r(z) =8 - ¢ * = P(x) - e** - cos(b - z), also

grad(P)=0und a=—-1lund b=0,alsa+b-i=—1

21010

(10)

(11)

(12)

und es ist a + b - i = —1 eine doppelte Nullstelle der charakteristischen Gleichung (siehe .

Also liegt hier Resonanz vor (k = 2).
Wegen 0 = grad(Q,) = grad(Q2) setzen wir Q;(z) = A. Dann ist

ys=A- 2% e

(13)

Dieses y, miissen wir nun in der Gleichung (10]) einsetzen, um den Koeffizienten A zu bestim-

men.

Es ist

y, =A-z%-e "

yo=A-(2-z—12%) "

yr=A-2-22-22+2%) e"=4-2-4-2+2%) "
yl'=A-(-4+2-2-2+4.2-2) e " =A- (-6+6-2—3") "
und folglich ergibt sich bei Einsatz in (10])

A~(—6—i—6-:zr—x2)-e_””— -(2—4-x+x2)-6_$

N '
111 1

Ys Ys

p
\

oder

A-(-6-24(6+4-10)-2+ (-1 —-1+5-3)-2°)-e *=8-¢*

(14)
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Koeffizientenvergleich zu der Gleichung (14)):

d.h. insgesamt nach

also lautet die Gesamtlosung

y=n+y,=Cr-e " +Co-x-e"+C3-"" —g%- e "

y I

/ 1
Bild zu Aufgabe 21.6¢:

y///_y//_5.y/_3.y:8.e—m
y=0C1-e*+Cy-x-¢“+Cy-"—g%-e®
C, = Cy = (3 = 0: ausgezogene Kurve

C, = Cy = C3 = 1: gestrichelte Kurve

21011
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Aufgabe 21.6d:

Die homogene Schwingungs-Differentialgleichung ist eine lineare Differentialgleichung
mit konstanten Koeffizienten. Sie erscheint in der Mechanik als Federschwingung in der
Form

m-Z+p5-t+c-x=0

und in der Elektrotechnik als Schwingkreis in der Form

& d 1
[y S~ I A
ettt

(siche REP 16.8)

Aus de Physik wird berichtet: Die Auslenkung y einer mechanischen Schwingung geniigt (in-
nerhalb bestimmter Grenzen von z) der Differentialgleichung

m-y' +v-y+k-y=K(z) (15)

Darin sind m die Masse, k die Federkonstante, v eine Ddmpfungskonstnate und K(x) eine
dussere Kraft.

Losen Sie die Differentialgleichung

a) firm=1,v=0,k=1und K(z) =0
b) firm=1,7=0, k=1 und K(z) = cos(z)
unter den Anfangsbedingungen y(0) = 0 und ¢'(0) = 1.
L6sung der Aufgabe 21.6da):
In diesem Fall lautet die DGL ([13)):
y'+y=0 (16)

Dies ist eine homogene DGL.
Aus dem Ansatz y = e™® ergibt sich die charakteristische Gleichung:
N+1=0
Diese hat die Nullstellen
Arg = =i (17)
Die Losung 7 dieser homogenen Differentialgleichung lautet folglich
y = C\ -cos(z) + Cy - sin(x) (18)

wobei C; € R fiir 1 € {1,2} (konstante) Koeffizienten sind.

Nun sollen die Anfangsbedingungen y(0) = 0 und ¢'(0) = 1 beriicksichtigt werden:
Wegen y(0) = 0 muss gelten

0 =y(0) = C; - cos(0) + Cy - sin(0) = C}, also
Es ist y' = —C} - sin(z) 4+ Cs - cos(z) “=° C - cos(z)
Wegen ¢/'(0) = 0 muss gelten

1=14'(0) = Cy - cos(0) = Cy, also

also insgesamt

y = sin(z) (19)



Windelberg: Mathematik fiir Ingenieure, Kapitel 21 Stand: 15. August 2008 21013

Losung der Aufgabe 21.6db):
In diesem Fall lautet die DGL :

y" 4+ y = cos(x) (20)

Dies ist eine inhomogene DGL.
Die zugehorige homogene DGL wurde in Aufgabe 21.6da) gelost: Nach ist | = sin(x).

Nun beriicksichtigen wir das Storglied r(z) = cos(z).
Hier ist r(z) = cos(z) = P(z) - e** - cos(b - z), also
grad(P)=0und a=0und b=1,alsa+b-i=1

und es ist a+b-i = i eine einfache komplexe Nullstelle der charakteristischen Gleichung (siehe
[17). Also liegt hier Resonanz vor (k = 1).
Wegen 0 = grad(Qq) = grad(Qs) setzen wir Q;(z) = A und @Qz(x) = B. Dann ist

ys=A-xz-cos(z)+ B - x-sin(z) (21)

Dieses y; miissen wir nun in der Gleichung (20)) einsetzen, um die Koeffizienten A und B zu
bestimmen.

Es ist
ys =A-z-cos(z)+ B -z -sin(z)

yi. = A (cos(z) — x -sin(zx)) + B - (sin(zx) + x - cos(x))

y! = A-(—sin(z) —sin(x) — z - cos(x)) + B - (cos(x) + cos(x) — x - sin(z))
= A-(—2-sin(zx) —z-cos(z)) + B - (2-cos(x) — x -sin(x))

und folglich ergibt sich bei Einsatz in (20))

A+ (=2-sin(z) — 2 -cos(z)) + B+ (2 cos(x) -z -sin(x)) + A- 2 cos(x) + B - 2 - sin(x) = cos(x)

-

T T
1
Ys Ys

oder
sin(z) - (=2-A4+xz-(—=B+ B))+cos(z) - (2-B+az-(—A+ A)) = cos(z) (22)

Koeffizientenvergleich zu der Gleichung (22)):

A=0 und B:%

d.h. insgesamt nach

1 1
ys:0~x~cos(x)+§~x'sin(x):§-x~sin(sc)

also lautet die Gesamtlosung

1
y=n+ys = Sin(z)§ -2 - sin(x)
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Bild zu Aufgabe 21.6d: mechanische Schwingung

K(z) = 0: ausgezogene Kurve
K(z) = cos(x): gestrichelte Kurve

21014
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Exakte DGL
Eine DGL der Form

p(x,y) +q(x,y) -y =0

heiflt exakte DGL, falls es eine Funktion F'(z,y) gibt mit

Fm(ﬁﬁ,y) :p($7y) und Fy(ZE,y) :(J(xvy)

Die Funktion F' heifit dann Stammfunktion der exakten DGL.

Bemerkung: Die Losung einer exakten DGL gelingt oft dadurch, dass zunéichst

naw:/pmw-m

berechnet wird und dann fiir diese Funktion F' die Ableitung
d
d_ F('I'a y)

gebildet wird - und diese dann mit g(x,y) vergliechen wird.

(Natiirlich kann auch zunichst mit der Integration F(x,y) = / q(z,y) - dy begonnen

werden.)

Aufgabe 21.7:

Losen Sie die exakte Differentialgleichung
(sin(y) — 2 - sin(z?) - sin(2 - y)) - ¢ + cos(z) + 2 - x - cos(z?) - cos(2 - y) = 0 (23)

Voriibung (Erginzung der Formelsammlung):

a) Berechnung der Ableitung di sin(2?) - cos(2 - y):
Y

Es ist sin(2?) (bei Ableitung nach y) eine Konstante, also ist nur cos(2 - y) abzuleiten.

Daher ist

d

o sin(z?) - cos(2 - y) = —2 - sin(z?) - sin(2 - y)
Y

Umgekehrt ist daher

/ 2 - sin(2?) - sin(2 - y) - dy = —sin(2?) - cos(2 - y) + O(x)

b) Es ist % sin(z?) - cos(2-y) + C(z) = 2 - x - cos(x?) - cos(2 - y) + C'(x)

Lésung der Aufgabe 21.7:

Geméaf der Beschreibung einer exakten DGL wird hier eine Funktion F' gesucht mit

Fy(z,y) =p(z,y): = cos(z)+2-z-cos(x?)-cos(2-y) und
Fy(z,y) = q(z,y): = sin(y) —2-sin(z?) -sin(2 - y) (24)

also F(z,y) = / cos(x) + 2 -z - cos(x?) - cos(2 - y) - dx
und

F(z,y) = / sin(y) — 2 - sin(2?) - sin(2 - y) - dy
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GeméfB der Bemerkung zur Definition der exakten DGL beginnen wir mit der (einfacher er-
scheinenden) Integration:
Es ist nach den Voriibungen

F(x,y) = / sin(y) — 2 - sin(2?) - sin(2 - y) - dy
= —cos(y) +sin(z?) - cos(2 - y) + C(z) (25)

und damit F(z,y) = di F(z,y) =2z -cos(z?) - cos(2-y) + C'(x).
Andererseits soll nach (24) gelten
Fo(z,y) = cos(x) + 2 -z - cos(z?) - cos(2 - y)
Also muss gelten

C'(z) = cos(z) oder C(z)=sin(z)+ K
Damit wird aus

F(z,y) = — cos(y) + sin(x?) - cos(2 - y) + sin(x) + K (26)

1)
%u[um g \\j | “J I uu%
MFH W\fn\nnlfw f J ,1) nmN

Bild zu Aufgabe 21.7: Bild zu Aufgabe 21.7:
—cos(y) + sin(2?) - cos(2 - y) +sin(z) =0 —cos(y) + sin(2?) - cos(2 - y) +sin(z) = 1
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Aufgabe 21.8:

Es wird ein (eventuell beladener) Container betrachtet, der auf einen Betonboden féllt. Es
wird angenommen, dass der Betonboden wie eine Feder wirkt, d.h. dass es eine Federkonstan-
te k fiir das System Betonboden/Container gibt, so dass der Weg des Containers in den Beton
proportional zu der Kraft ist, mit der der Container auf den Betonboden driickt E[)

Der Literatur kann diese Federkonstante im allgemeinen nicht entnommen werden. Daher wird
hier angenommen, dass bereits ein Fallversuch stattgefunden hat, um dadurch die Federkon-
stante des Systems Betonboden/Container mit Hilfe der allgemeinen Bewegungsgleichung fiir
den freien Fall zu bestimmen.

Mit dieser Federkonstante kann dann auch fiir jeden weiteren Fall eines Containers auf diesen
Boden die maximale Beschleunigung im Aufprallpunkt berechnet werden.

Voraussetzungen und Bedingungen

Es werden nur Bewegungen senkrecht zur Bodenfldche betrachtet.

V1 Definition der Federkonstante des Bodens
kBodenn, Federkonstante des Bodens

F Kraft
x Koordinate (Weg) des tiefsten Punktes (,, Aufprallpunktes”) des Containers
F=—Fk-x
V2 Zusammenhang zwischen dem Weg x, der Fallzeit £ und der Beschleunigung b
b Beschleunigung des Containers (in positiv in Fallrichtung)
- d*x e
V3 Fallgesetz fiir den Container
m Masse des Containers
F=m-b

Al Anfangswert zur Beziehung zwischen der Hohe x und Zeit ¢
to = 0 sei der Zeitpunkt, zu dem tiefste Punkt des Containers
auf den Boden auftrifft.
Die Hohe des Bodens (vor dem Auftreffen des Containers) sei 0.
Also soll gelten z(0) = 0.

1) Diese Annahme ist nur in einem sehr kleinen Bereich giiltig (wir nehmen an, dass sie von der Oberfliche
bis 1 mm darunter gilt).
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Aufgabe 21.8.1
Aus den , Voraussetzungen und Bedingungen® (V1) bis (V3) ergibt sich der Zusammenhang

F=—k-z=m-b=m-%, also m-i=-k-z (B)

Zeigen Sie, dass es unter Beriicksichtigung der Anfangswert-Bedingung (A1) fiir jede Losung
dieser Differentialgleichung eine , Amplitude* A und eine , Frequenz®“ w gibt mit

k
r=ux(t)=A-sin(w-1) mit w=4/—
m

Losung der Aufgabe 21.8.1

Der allgemeine Ansatz fiir eine homogene Differentialgleichung hoherer Ordnung mit konstan-

ten Koeflizienten lautet
At

r=z(t)y=e
Damit ergibt sich die charakteristische Gleichung als
m-N+k=0

Diese Gleichung ist erfiillt fiir
e
m

[ k [ k
d.h. A mit Ay =i -4/— und Ay = —i - {/— ist eine I-fach kompleze Lisung (mit a = 0 und
m m

[k
b =4/ —) der charakteristischen Gleichung, und damit lauten die Basislosungen der DGL
m

( a=0

e - cos(b - t) ’ ::\/; cos(\/g - t)

a=10
b=/E
[ e osin(p-r) 2" =sin(y/E 1)
d.h. die allgemeine Losung der DGL ist © = ¢; - cos({/ — - t) + ¢o - sin(y/ — - £)
m m

Nach der Anfangswert-Bedingung (A1) soll gelten z(0) = 0, also ist ¢ = 0.
Damit gibt es fiir jede Losung dieser Differentialgleichung (B) eine ,,Amplitude“ A und eine

,Frequenz*
a)::\/%; (B1)
xzﬂﬂ:Aﬂm<¢gi> (B2)
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Aufgabe 21.8.2

Es wird weiterhin angenommen, dass der Weg = des Aufprallpunktes des Containers in Abhéingig-
keit von der Zeit ¢ durch eine Gleichung der Form von (B2) (fiir ein geeignetes A) beschrieben
wird. Es sei t; = 0 der Zeitpunkt, zu dem der Aufprallpunkt des Containers mit einer Ge-
schwindigkeit vy auf den Boden auftrifft.

Bestimmen Sie

21.8.2.1 den Zusammenhang zwischen vy und A

21.8.2.2 den (ersten) Zeitpunkt ¢; > ¢, zu dem der Container den tiefsten Punkt im
Boden erreicht (Hinweis: in diesem Punkt ist die Geschwindigkeit 0.)

21.8.2.3 die maximale Beschleunigung im Aufprallpunkt

Losung der Aufgabe 21.8.2

Nach (B3) ist z = A - sm(\/; t) der Weg des Aufprallpunktes in den Boden, und die

d
Geschwindigkeit dieses Aufprallpunktes ist v = T = 1.

dt
Es ist

:i‘:A-HE'COS( ﬁt)
m m

Da vy die Aufprallgeschwindigkeit vy (zur Zeit ¢y = 0) bekannt ist, gilt

0=ty a5

A=y % (B3)

Da zum Zeitpunkt ¢; die Geschwindigkeit & des Containers gleich Null ist, muss gelten

k k k T T m
r= A -/ — - — . = = = - . /= B4
iy Hm COS(Hm t)=0 — “m 1y 5 ty 5 k (B4)

d2

dat?

bza‘éz—(uo- %)-%-sin( %t) (B5)

Da die Beschleunigung im Zeitpunkt ¢; maximal ist, gilt

bm(m:i(tl):—vo-ﬁ-%-sin(@-%-@):—vo-\/g (B6)

und damit

Neben der Geschwindigkeit kann auch die Beschleunigung b = = & aus der Gleichung

(B2) bestimmt werden:
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Aufgabe 21.8.3
Es wird angenommen, dass bereits ein Fallversuch durchgefiihrt wurde, wobei folgende Daten
dokumentiert wurden:

Fallhohe (= Hohe des tiefsten Punktes des Containers) | H = 0.3m (A2)
Gesamtmasse m des (eventuell beladenen) Containers | m = 150000 kg | (A3)

maximale Beschleunigung O(maz) = 30 ¢ (A4)

Bemerkung: Nach den Fallgesetzen betrigt bei dieser Hohe H die Aufprallgeschwindigkeit

vo=+v2-9-H=25m/s. (B7)
21.8.3.1 Bestimmen Sie aus diesen Messwerten die Federkonstante &

21.8.3.2 Berechnen Sie die Kraft, die notwendig ist, um den Betonboden um 1 mm (bei
dieser Federkonstanten) einzudriicken.

Losung der Aufgabe 21.8.3

Bewegungsgleichung fiir den freien Fall

Der Beton-Boden, auf den der Container fallt, wird als
eine Feder mit der Federkonstanten £k betrachtet. Der
fallende Container driickt mit einer Kraft F' auf die-
sen Boden und bewirkt dadurch eine Vertiefung um eine
Strecke x;. Hier wird die Beschleunigung zur Zeit ¢t = ¢,
aus den Mefdaten entnommen, um die Federkonstante Aufgabe 21.8.3: Bestimmung der

des Betons zu bestimmen. Federkonstante
Aus (B6) ergibt sich mit den Daten (A3), (A4) und (B7):

k
bimas.ry = 30 g = 30 - 9.81 2—-_95 N B8
(maz,P) g m/s m/s \/ 50 000 kg (B8)

oder

30-9.81m/s2\” MN ¢
g (29BN 000 kg ~ 2080 Y Z 208000 L (BY)
2.5m/s m m

d.h. zum Eindriicken des Betonbodens um z = 1 mm ware eine Kraft von 208 ¢ notwendig.

Mit der Kenntnis der Federkonstante des Betonbodens (z.B. aus dem in Aufgabe 21.8.3 be-
schriebenen Fallversuch) kann nun fiir einen Container mit der Masse m und der Aufprall-
geschwindigkeit vy die maximale Beschleunigung in dem Aufprallpunkt nach (B6) berechnet
werden.
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Aufgabe 21.8.4 Festigkeit des Beton-Bodens

Untersuchen Sie, wie sich die maximale Beschleunigung &ndert, wenn der Boden héirter wird
(d.h. wenn sich die Federkonstante des Bodens erhoht). Es gilt nach (B6):

k
bmam = —Vp- E

Daher gilt fiir einen Container (mit einer festen Masse und eine festen Fallhohe):

bm(w ~ \/E

d.h. je grosser die Federkonstante des Bodens ist, desto hoher ist die maximale Beschleunigung
beim Fall auf den Boden.

21.8.5 Theorie: Elastizitit - Federkonstante

Ein Stab mit Querschnitt A und Lénge l; werde mit einer Kraft F' gedriickt/gezogen. Dann
ist die Spannung o = %

Das Ergebnis sei eine Verkiirzung/Verlingerung der Linge [y auf die Liange . Dann ist

AL -1

€ =

1
Es wird definiert: der Elastizitdtsmodul FF = £

Der Elastizitdtsmodul von Beton betriagt Ege;n =40 M Pa = 40 MN/m2
Der Elastizitdtsmodul von Stahl betrdgt Esonimin = 150 M Pa bis Egiohimae = 310 M Pa

0.07m

0

Wie

Der Beton werde um 7cm=0.07 m eingedriickt. Dann ist Al = 0.07m und € =
hoch war der Betonblock, auf den der Container fiel (d.h.wie gross war l)?

Wie grof§ ist die Fliche A, die eingedriickt wird, wenn der Container auf auf den Betonblock
falle?

Annahme 1: A = 1000 cm? = 0.1 m?

Annahme 2: Der Container wirkte mit der Kraft F auf den Betonboden; Fo = 0.72 M N
Gesucht: /.

Wir nehmen an, dass diese Kraft I auf die Fliche A driickt. Dann ist

0.72 MN
o= —
0.1 m2

Da Beton den Elastizitdtsmodul Epgeon = 40 M Pa besitzt, ist

=7.2MPa

o 72-lg MPa
Epuon = 40 MPa = 2 =
Bet OMPa====067 "

oder 0.07
lop =40 - ﬁm% 0.39m

Daher wire die Hohe des Betonblocks 39 cm.

Wenn daraus nach Gleichung (B) die Federkonstante & gerechnet werden soll, dann ist zu
beriicksichtigen: Innerhalb der Giiltigkeit des Hooke’schen Gesetzes herrscht Elastizitdt. Damit
ist die Anderung der Linge Al proportional zu der aufgewendeten Kraft:

F 0.72 MN MN

k=——=—— —— x~ 10—

Al 0.07 m m
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Allfgabe 21.8-6: We].leng].eichung (nach Physics, Seite 472)
Oszillierendes Teilchen am Ende einer Feder

An eine nicht ausgezogenen Feder sei an einem Ende (mit den Koordinaten P = (0,0)) ein
Teilchen mit einer Masse m befestigt, wihrend das andere Ende der Feder an einem Ort
@ = (—¢,0) mit ¢ > 0 fest angebunden ist. Wenn nun das Teilchen wihrend der Zeit ¢ in
positiver z-Richtung (ohne Reibung) um das Stiick x(t) mit einer Kraft F(t) gezogen wird,
dann gilt mit einer ,,Federkonstanten® &

F(t) = k- 2(t) 1)

Andererseits gilt Newtons Gesetz ,Kraft = Masse mal Beschleunigung, d.h. wenn b,(¢) die
Beschleunigung in z-Richtung ist, wir haben eine weitere Gleichung fiir diese Kraft:

F(t) = —m - by(t) (2)

Schliesslich ist aus der Physik bekannt, dass Beschleunigung b,(¢) und der wéhrend der Zeit t
zuriickgelegte Weg x(t) zusammenhéngen durch die Gleichung

ba(t) = () 3)

Aufgabe:
Fassen Sie diese drei Gleichungen zu einer Gleichung zusammen, die nur die Terme
2

) m, ﬁx(t), k und z(t)
enthélt.
Lésung:
Aus (1) und (2) wird mit (3)
® d*
k-x(t)=—m-by(t) = —m- ﬁx(t)
und damit 7200
x(t
Eeo(t) = —m - ——2
at) =—m- —

(diese Gleichung ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung).

Aufgabe 21.8.7: Gleichmiflige Kreisbewegung

Ein Teilchen, das sich am Ende eines Bandes der Lange » um den Nullpunkt mit gleichmaBi-
ger Winkelgeschwindigkeit w dreht, erfahrt in Richtung Nullpunkt eine Beschleunigung a(¢p).
Wenn wir die Bewegung dieses Teilchens durch Polarkoordinaten als Funktion der Zeit ¢ in
der Form 7(¢) beschreiben, dann gilt

() = ( 4(¢) ) = —w? - 7(p) = —w? - ( :«Z?E((z)) ) = ( o >

also gilt fiir die jeweiligen z-Komponenten

az(p) = —w* - 2(p) (4)

Auch hier gilt, dass Beschleunigung a, () und der mit dem Winkel ¢ zuriickgelegte Weg x(y)
zusammenhéngen durch die Gleichung

0.(p) = % () (5)
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Aufgabe:
Fassen Sie die Gleichungen (4) und (5) zu einer Gleichung zusammen, die nur die Terme
d?
w, ﬁﬂc(@) und z(¢p)
enthélt. v
Lésung:
Aus (4) und (5) wird
d® z(p) 2
) = a2 ale)

(auch diese Gleichung ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung).

Aufgabe 21.8.8:
Losen Sie die Differentialgleichungen aus 21.8.6 und 21.8.7 auf die gleiche Art. Geben Sie dazu
an:

a) den Ansatz,

o

die charakterische Gleichung und deren Ldsungen,

o

die allgemeine Losung,

)
)
)
)

o,

die spezielle Losung durch den Punkt P = (%, 1) = 9 mit der Steigung /' (%) =9
und der Gleichung der Tangente in P
e) die spezielle Losung nach d) in der Form y = A - cos(B -z + C)

und zeichnen Sie die zugehorige Kurve im Intervall [0, g] Lésung a):

Fir
[k
w=4/—
m

sind beide Probleme gleich.

Es ist dann mit y = y(z) := z(¢) und y" := dex@(;D)
y' +wy=0

Fiir diese ,homogene lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten* wird der An-
satz y=e? 6
gewdihlt.
Lésung b):
Damit lautet die charakterische Gleichung

M 4+w? =0

Diese Gleichung hat die Losungen
AMa2==%i-w (einfach komplex)

Lésung c):
Damit lauten die Basislosungen der Differentialgleichung (6)

¥ cos(w-z) =cos(w-x) und " sin(w-z) = sin(w - )

mit der Losungsbasis

y=c1-cos(w-x)+cg-sin(w-x) mit ¢; € Rund ¢; € R

Lésung d):
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Eine spezielle Losung fiir w = 18 durch den Punkt P = (% , 1), an der die Kurve die Steigung

y' (%) = 9 besitzt, ergibt sich wegen

Yy =—c w-sin(w-x)+ - w-cos(w - x)

durch die Auflésung der beiden folgenden Gleichungen:
1:cl~cos(18~%)+02~sin(18~%):—01 (7)
9=—c;-18-sin (18- %) +¢y-18-cos (18- F) = —18- ¢, (8)

1
Also ¢c; = —1 und ¢y, = —3 und damit

1
y=—cos(18-z) — 3 sin(18 - z)

Die Tangente in dem Punkt P hat die Gleichung
3
y=9-v+1- 3 (Tangente im Punkt P = (%, 1) )

Zeichnung:
Diese Kurve hat im Intervall [0, g folgende Gestalt:

A/

Bild zu Aufgabe ing100: Kurve (ausgezogen) mit Tangente in P (gestrichelt)

Lésung e):
Schliesslich miissen noch Koeffizienten A, B und C so bestimmt werden, dass gilt
y=A-cos(B-x+C)=—cos(18x) — 5 -sin(18 - z).
Dazu wird cos(B - 2 + C) nach dem Additionstheorem des cos aufgeldst:
cos(B -z + C) =cos(B - z)-cos(C) —sin(B - x) - sin(C),
also
A-Jcos(B - x)-cos(C) —sin(B - x) - sin(C)] = —cos(18 - ) — % -sin(18 - x).
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Ein Koeffizientenvergleich ergibt direkt

also
A-cos(C)-cos(18-z) — A-sin(C) -sin(18 - ) = — cos(18 - x) — % -sin(18 - z).
d.h. es miissen A und C so gewihlt werden, dass gelten
A-cos(C)=—-1 und A-sin(C) = % (9)
Durch Quadrieren erhélt man
A* = A% [cos®(C) +sin®*(C)] =1+ i = g, also A = j:% V5.
Wir wéhlen hier

A=--5

um damit C aus (9) zu bestimmen:

1 1 1
5'\/6'COS(C) =—1 und 5-\/5-sin(0) =3
oder

2 1 i 1
cos(C) = —% 5 und sin(C) = 5 V5, also tan(C) = — =——.
Da €' im II. Quadranten liegt, ergibt sich damit

~ 7 — 0.46 ~ 2.68 ~ 180° — 26.6° = 153.4°

Daher lautet die gesuchte spezielle Losung der obigen Differentialgleichung

1
y=5- 5-cos(18 - x + 2.68)



	Lineare DGL mit konstanten Koeffizienten

