Mathematik fiir Ingenieure
Institut fiir Algebra, Zahlentheorie und Diskrete Mathematik @
Dr. Dirk Windelberg Universitdt Hannover L

Stand: 18. August 2008
http://www.iazd.uni-hannover.de/~windelberg/teach/ing

27 Lineare Gleichungssysteme und Vektorrechnung

Darstellung einer Ebene (REP Seite 148)
E in Parameterdarstellung und Es in Koordinatendarstellung:

E, = {6+)\-5+u-5, e IR},
wobei @ ein Aufpunkt ist und b und & zwei Vektoren in der Ebene E,; sind.
Ey={(z,y,2) e R, u-z+v-y+w-z=s},

wobei (u,v,w) ein Normalenvektor der Ebene Es
und - falls u? + v? + w? = 1 ist - s der Abstand vom Nullpunkt ist.

Von Parameterdarstellung zu Koordinatendarstellung:

Da b x & als Vektorprodukt senkrecht auf b und & steht, wihle (u,v,w) = b x & als
Normalenvektor von E.

Da @ in der Ebene E liegt, muss fiir diesen Punkt die Koordinatendarstellung erfiillt
sein, d.h. s ist bestimmt durch v-ay +v-as +w - a3 =: s.

Von Koordinatendarstellung zu Hessescher Normalform:
In der Hesseschen Normalform ist u? + v? + w? = 1. Daher schreiben wir die Gleichung
fiir Fy um:

u . v w

Es seien u* := , vt = und w* := .
vu? +v? + w? vu? +v? + w? vu? +v? + w?

S

Vu? +v2+w2}7

Dann ist EQ:{(z,y,z)€IR3,u*-x+U*-y+w*~z:

und es gilt (u*)? + (v*)* + (w*)* =1,
d.h. FE, ist in Hessescher Normalform dargestellt.

Aufgabe 27.1 (Hessesche Normalform)

Bestimmen Sie die beiden auf der Geraden g = {(1,1,1) + A-(2,-3,2), A € R} gelegenen
Punkte, die von der Ebene F = {(1,1,1) + p-(2,2,3) + v - (1,2,2), p,v € R} den Abstand
2 haben.

Losung von Aufgabe 27.1
Idee: Man bestimmt zunichst die beiden Parallelebenen im Abstand 2 zur Ebene E und
berechnet dann die Durchstofipunkte der Geraden g durch diese Ebenen.

2 1 -2
Normalenvektor der Ebene E: = | 2 | x| 2 | = =1 |, also |[fi| = 3.
3 2 2

Mit Hilfe dieses Vektors kann die Koordinatendarstellung der Ebene F bestimmt werden:
Es sei
E={(z,y,2) ER,u-z+v-y+w-z=s} (1)

Darin ist (u,v,w) ein Vektor in Richtung der Normalen, also konnen wir setzen (u,v,w) :=
i = (—2,—1,2); damit lautet die Gleichung (1)

E:{(ac,y,z)elR?’,—2-x—y+2-z:s} (2)
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Da der Punkt (z,y,2) = (1,1,1) (als Aufpunkt) in der Ebene E liegt, kann auch die reelle
Zahl s bestimmt werden:

—2-1-142-1=s oder s=-1 (3)
Damit lautet £ in der Koordinatendarstellung
E={(z,y,2) eR, 2.2 —y+2-2=-1} (4)

Den Abstand vom Nullpunkt erhalten wir in der Hesseschen Normalform der Gleichung (4),
indem wir den Normalenvektor auf 1 normieren:

p 1 p 1
S CYSELSEEas R IR 5)

1
Also ist s = 3 der Abstand der Ebene F vom Nullpunkt.

Die Parallelebenen im Abstand 2 zur Ebene E lassen sich dann beschreiben durch

2 1 2 1
Eis= R, = -z+--y—>-z2=-+2 6
= {on e R 2ot fy- o= Ta) ©)
Fiir die Punkte P(A\) = (1 +2- A, 1 —=3- A, 1+2- ) der Geraden g, die zugleich in einer der
beiden Ebenen liegen, muss daher gelten

2 1 2 1
Z.(1+2. Z.(1-3- —Z.(142. =—+2
3 (1+ /\1,2+3 ( 3- Ao 3 (142 Ao 3

oder . )
5—)\1’2:§:|:2 oder /\1:—21111(1)\2:2
Dann sind P, = (—3,7,—3) und P, = (5, —5,5) die auf der Geraden g liegenden Punkte, die

von der Ebene E den Abstand 2 haben.

Aufgabe 27.2 (Abstand Punkt/Gerade, Flicheninhalt)

Auf der Geraden g = {(0,—4,13) + A- (—1,2,—5), A € IR} sind zwei Punkte P, und P, ge-
sucht, die vom Punkt P = (11,4, —4) gleich weit entfernt sind und mit dem Punkt P ein
Dreieck vom Flicheninhalt /170 aufspannen.

Losung von Aufgabe 27.2

Eigenschaften des Vektorproduktes (REP Seite 134, F+H Seite 44)
(1) @ x b steht senkrecht auf @ und auf b

(2) |d@ % g| —|d| - |5| - sin (4 (5 g)) _ ]} Flacheninhalt des von @ und b
N ’ | aufgespannten Paralleleogrammes

(3) @ b und @ x b bilden in dieser Reihenfolge ein Rechtssystem

Lotfuflpunkt (REP Seite 141, F+H Seite 49)
F = (f1, fo, f3) sei der Fufipunkt des Lotes vom Punkt P = (py, ps, p3) auf die Gerade

g = {c?—i— A l;, A€ IR}. Als Punkt der Geraden g gibt es zu F' eine reele Zahl Ay mit

F=a+ )\ -b, und der ,Lotvektor* FP = (p1 — f1,p2 — fo,p3 — f3) steht senkrecht auf
dem Richtungsvektor b der Geraden g.

also miissen folgende Gleichungen gelten:
(1) fi = ar+Xo-b
(2) fo = az+Xo-by
E ; f3 = a3+ Ao b3

3
4) 0 = (p—f) bhi+pe—fo) bo+(ps— f3) b3
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Idee: Wir bestimmen zunéchst den Lotfulpunkt F' des Punktes P auf die Gerade ¢g. Zu F und
einem Abstand d suchen wir dann die beiden Punkte P, und P, die auf g liegen und von F'
den Abstand d haben. Schliellich bestimmen wir d so, dass der Flicheninhalt /170 betrégt.

Also lauten die vier Gleichungen hier:

(1) fi = 04X -(-1) —
(2) f2 = —4+X0-2 = 442
(3) fz = 13+)\00 (—5) — 13_5)\00 Wenn

(49) 0 = (A1=fi) - (-)+(@—-fo) -2+ (-4—-f3)-(=5) = 1T+ fi=2-fo+5- f5
nun (1), (2) und (3) in (4) eingesetzt werden, so ergibt sich
0=17— X —2-(—4+2-X)+5-(13=5-X) =90 — Ao -30
und damit Ay = 3. Folglich sind die Koordinaten des Lotfulpunktes F' bekannt:
F = (=32 -2).

Als Abstand d wihlen wir d = |, - l;| fiir ein geeignetes A;. Dann kénnen wir die Punkte P;
und P, beschreibejl durch
P172:0, i/\lb:(—3,2,—2)j:/\1(—1,27—5)
Der Fliacheninhalt I des Dreiecks (P, Py, P») berechnet sich nun als

1 —
=1 [mB) |
also hier wegen P, E = (fi — pu, fo — poy fo — ps) = (—3 — 11,2 — 4, —2 + 4) = (14,2, —2):

(
T=1.2.01(-1,2,-5)] - (14,2, =2)| = A, - 6 - V/I70.

Die Bedingung I = /170 liefert A\ = —

Die gesuchten Punkte sind demnach P, = <_—19, Z, _—17> und P, = <_—17, §, _—7>
6 "3 6 6 3

Aufgabe 27.3 (Schnittwinkel zwischen zwei Ebenen)

a) Berechnen Sie den Schnittwinkel zwischen der Ebene Fy, in der die Punkte

A=(-1,1,0), B=(-2,1,1) und C = (1,2,0) liegen,

und der Ebene E, = {(z,y,2) € R?, y— 2 = 2}.

b) Geben Sie die Absténde der Ebenen F; und Ey vom Ursprung an.

c) Bestimmen Sie eine Parameterdarstellung fiir die Schnittgerade der Ebenen E; und Fj.

L6sung von Aufgabe 27.3a)

Idee

Da der Schnittwinkel ¢ zwischen zwei Ebenen definiert ist als der Winkel zwischen den beiden
Ebenen-Normalen 77{ und 7”72, und da (nach F4+H Seite 49) sind zunéchst die beiden Normalen
77{ und n—% zu bestimmen; dann ist

— =
¢ = /(n},n3) = arccos (%)

[ni||nz|
. -1 1 2
Es ist By = 0A + A~ AB + u- AC' = 1l +a{ 0o J4p |1
0 1 0

—1
Daher ist 77, = 0 X

-1
= 2 ein Normalenvektor von Ej.

2
1
0
Entsprechend ist 775 = ) ein Normalenvektor von £,.
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Der von 77, und 75 eingeschlossene Winkel ¢ ist dann der gesuchte Schnittwinkel ¢ der Ebenen
E1 undEg.

1
cos = — — = =--V3 = =230
Wl ~ Veva 2 ’

Lésung von Aufgabe 27.3b)

Idee

In der Hesseschen Normalform FE = { (z,9,2) ERP U -2 +V -y+W-z2= D}

mit (U, V,W)| = 1ist D der Abstand vom Nullpunkt.

Dabei ist (U, V, W) ein Normalenvektor von £.

Daher sind die Ebenen F; und E, zunichst in Koordinaten-Darstellung und dann in Hessescher
Normalform zu beschreiben.

Fiir die Ebene E; ist 7i; ein Normalenvektor (nach Teil a)). Also darf (Uy, V3, Wy) = 7y =
(—1,2,—1) gesetzt werden. Da ferner A = (—1,1,0) ein Punkt von E; ist, muss auch fiir
diesen Punkt die Koordinatendarstellung von E; gelten, also Uy - (=1) + Vi -1+ W; -0 =
(-1)-(-1)+2-1+(-1)-0=3.

Folglich erhalten wir eine Koordinatendarstellung von Fj:

Ei={(z,y,2) R, —z+2.y—2=3}

und hieraus wird durch Normierung die Hessesche Normalform

1 2 1
E1:{(ac,y,z)EIR3,——6-:E+—-y——'Z=i}

I
Nl o

Daher betrigt der Abstand D; der Ebene E; vom Urspung | D; =

Entsprechend ist

By= { ) € R poy o= 2= v

die Hessesche Normalform der Ebene E5. Daher betragt der Abstand Dy der Ebene E5 vom
Urspung | Dy = V2.

Lésung von Aufgabe 27.3c)
Die Schnittgerade der Ebenen E; und FE, ist die Gerade g mit

g:{(aj,y,z)EIR3,—x+2-y—z:3 und y—zz?}

Wir wéhlen 2z als Parameter und erhalten aus der zweiten Gleichung der Geradengleichung:
y=2+z

und aus der ersten Gleichung

r=-34+2-y—z2=-34+2-242)—z=1+z2,

also

g= 2 l+x-|1].,0eR
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Aufgabe 27.4 (Projektion)

Gesucht ist eine Parameterdarstellung fiir die Gerade go, die durch senkrechte Projektion der
Geraden ¢g; = {(6,4,—15) + A - (=3,-1,11), A € R}

auf die Ebene E = {(z,y,2) € R, 242 -y+3.-2= —3} entsteht.

Losung von Aufgabe 27.4
Idee:

a) Bestimme den Durchstosspunkt D der Geraden g1 durch die Ebene E

b) Bestimme den Lotfusspunkt F' des Lotes
- vom Aufpunkt A = (6,4, —15) der Geraden g1
- auf die Ebene F

c¢) Bestimme die Gerade durch D und F.

a) Durchstosspunkt D der Geraden g; durch FE

6 -3
Fiir die Gerade g, gilt ¢, = 4 +A- | -1 | ,A€R;,
—15 11

dh.esgeltenz=6—-3- A\, y=4—Aund z=—-15+11- A\
Wenn ein Punkt der Geraden g; daher in der Ebene E liegen soll, dann muss es ein Ay geben
mit

T+2-y+3-2=-3 oder (6—3-X)+2-(4—X)+3-(=15+11-X) = -3

Daraus ergibt sich (als lineare Gleichung)
6+8—45+ N - (—3—2+33) =—3 oder 28 - )y = 28,

also Ny = 1.

Auf der Geraden g, ergibt sich fiir dieses Ay der Punkt D = (3,3, —4).

b) Lotfusspunkt F' des Lotes vom Punkt A = (6,4, —15) auf die Ebene E
Die Normalenrichtung 77 der Ebene E ist aus der Koordinatendarstellung der Ebenengleichung
von E ablesbar:

i =(1,2,3)
Das Lot [ von A auf F kann daher als Gerade beschrieben werden in der Form
6 1
l={A4+p-,peR}= 4 +u-| 2 ),0eR
—15 3

Wenn ein Punkt dieses Lotes auf F = {(Jc, y,2) € R®, 2 +2-y+3-2= —3} liegen soll, dann
muss daher fiir ein geeignetes g gelten

(64 pmp)+2-(4+p-2)+3- (=154 puy-3) =—3oder 6+8—45+ pp- (1 +4+9) = =3,
also py = 2.

Auf der Geraden [ ergibt sich fiir dieses py der Punkt F' = (8,8, —9).

c) Gerade g2 durch D = (3,3, —4) und F = (8,8,—9)

Es ist
3 5

go = 3 +v- ) ;v eR
—4 -5
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Aufgabe 27.5 (Spatvolumen)

Drei der sechs Begrenzungsebenen eines Spates seien gegeben durch die Gleichungen
Ei={(z,y,2) € IR?, 2.3 —2z=0},

Ey={(z,y,2) ER*, 42 +5-y—2.-2=0}

und B3 = {(z,y,2) € R*,13-24+10-y+6-2 =0}.

Wie grofy ist das Volumen des Spates, wenn seine Kanten die Linge 1 haben?

Losung von Aufgabe 27.5

Idee: Das Volumen eines Spates wir durch das Spatprodukt beschrieben. Dazu werden die
drei Vektoren d, b und & benoétigt, die den Spat aufspannen. Da nach Aufgabenstellung die
Kantenlinge 1 sein soll, sind jeweils die Lingen dieser drei Vektoren auf 1 zu normieren und
dann ist das Spatprodukt zu bilden.

Erster Weg: E), E, und Ej sind in Koordinatenschreibweise (REP Seite 148) beschrieben,
aus der jeweils direkt die Normalenrichtung abgelesen werden kann:

T 2 T 2

E, = y | €RR?, 0 -1 yv | =0 %, also Normalenrichtung ny = 0 ,
z -1 z -1
T 4 T 4

Ey, = y | € R?, 5 -1 yv | =03, also Normalenrichtung ng = 5 ,
z —2 z —2
T 13 T 13

Es = y | € R, 10 |- | yv | =0 ;, also Normalenrichtung ns=| 10
z 6 z 6

Wenn zwei Ebenen E; und FEy eine Schnittgerade besitzen, dann liegt diese Gerade sowohl in
der Ebene E; (und steht damit senkrecht auf 77) als auch in der Ebene F, (und steht damit
senkrecht auf n3). Also gilt:

Das Vektorprodukt aus den Normalenrichtungen der beiden Ebenen zeigt in Richtung der Schnitt-
geraden.

Hier ist dann

- die Richtung @ der Schnittgeraden E; N Ey gegeben durch
a=mny xny=(5010)=5-(1,0,2);
folglich lautet der Einheitsvektor in der Richtung von @

i1
=01 102
@l V5

- die Richtung b der Schnittgeraden Fy N Ej gegeben durch
d=mny x nz = (10,-25,20) =5- (2, —5,4);
folglich lautet der Einheitsvektor in der Richtung von b

b 1
ﬁ:i:—.(2,—5,4).
5 3-V5

- die Richtung ¢ der Schnittgeraden Fy N E5 gegeben durch
a = ny x n3 = (50, =50, —25) = 25 - (2, -2, —1);
folglich lautet der Einheitsvektor in der Richtung von &

S _Lin o g

C = — = — -

el 3
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20 30 und 8

Der Spat wird aufgespannt von drei Einheitsvektoren a”, ” und ¢, also ist das Spatprodukt

1 2 2 1 2 2
1 1 1 1 2
<a?,b?,?>:_'—'§' O —5 —2 :E- O _5 _2 :ﬁ_g
V5 3-4/5 5 4 1 0 0 s
)
Das Volumen des Spates ist also || < c?, l?, ? > | = gl

Zweiter Weg: Nach REP (Seite 155) kann auch aus den Koordinatendarstellungen von E,
und Es direkt die Schnittgerade bestimmt werden:

2:x—2=0 (E1)
4-245-y—2-2=0 (E2)
Es wird eine der drei Variablen x, y und z als Parameter gewihlt, hier z.B.

t:=z

1
Nach (E1) ist dann 2 = 3 -t und

: : 1
nach (E2) 1stdam1t4-§-t+5-y—2-t:0,also

Dann lautet also die Gleichung der Schnittgeraden

0 ' 1
g1,2 = 0]+ 5" 0 teR
0 2
Folglich lautet der Einheitsvektor in der Richtung von @
a 1
A )
al Vs

Entsprechend kann aus den Koordinatendarstellungen von E; und Ej direkt die Schnittgerade
bestimmt werden:
13-24+10-y4+6-2=0 (E3)
Es wird eine der drei Variablen x, y und z als Parameter gewé&hlt, hier z.B. wieder

] t:=z
Nach (E1) ist dann = = 3 ¢, und

1
nach (E3) ist damit 13-§~t+10-y+6-t:0, also

25 25 5
10-0y=—"-todery=——-t=—-="t.
0-y 5 oder y 50 1

Dann lautet also die Gleichung der Schmttgeraden

0
913 = 0 :t€R
0
5

folglich lautet der Einheitsvektor in der Richtung von

T S
b_@ 3.\/5(254).
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Entsprechend kann aus den Koordinatendarstellungen von Fy und Ej3 direkt die Schnittgerade
bestimmt werden:

Nach (E2)ist dann 4-2+5-y—2-2 =0, und

und nach (E3) ist 13-z +10-y+ 6.z =0, also

1 x y z |rS. || ¥ | Regie
204 5 01 7| 3
3113 10 6 0 | 29 1
4125 25 0 0 | 50

Nach Zeile 4 ist 25 -2z +25-y =0, also v = —y

Und nach Zeile 1 ist damit 4 (—y) +5-y—2-2 =0,

also 2z =uy.

Es wird wieder eine der drei Variablen z, y und z als Parameter gewihlt, hier z.B. wieder

t:=z
Dann ist y =2 -t und x = —2 - ¢, also lautet also die Gleichung der Schnittgeraden
0 -2
92,3 = 0 +1- 2 ) te R
0 1

Folglich lautet der Einheitsvektor in der Richtung von &

c 1
?:iz_'(_%ll)‘

el 3

Wie im ersten Weg ergibt sich daraus das Volumen des Spates.
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Aufgabe 27.6 (Windschiefe Geraden)

Gegeben seien die Geraden

g ={(1,1,1)+X-(1,0,1), A € R} und

g ={(4,1,1)+p-(0,1,1), p € R}.

a) Zeigen Sie, dass ¢g; und g, windschief zueinander sind.

b) Bestimmen Sie die kiirzeste Verbindungsstrecke zwischen g; und g, und berechnen Sie die
Koordinaten der Endpunkte P; auf ¢; und P, auf gs.

c¢) Berechnen Sie den Abstand zwischen ¢; und gs.

L6sung von Aufgabe 27.6a)
Es gibt keinen Schnittpunkt, und die beiden Geraden sind nicht parallel.

L6sung von Aufgabe 27.6b)
Standard-Idee:
Es werden folgende Eigenschaften in lineare Gleichungen umgeschrieben:

X1 1 1 1
1. Po:=| w1 | liegt auf g;, d.h.esgibtein \y e Rmit | v» | =1 1 | +X-| O
21 21 1 1
o) M) 4 0
2. Py:= 1 yo | liegt auf go, d.h.esgibtein pgg € IRmit | 3 | = 1 | +po-| 1
zZ9 Z9 1 1
3—Xo 1
—
3. P,P, 1 gy, also Lo ol 0 ] =0
Ho — Ao 1
3—XNo 0
—
4. P17P2J_92, also Ho @) 1 =0
Ho — Ao 1

Dann ergeben sich 8 Gleichungen in 8 Unbekannten x1, y1, 21, 2, Y2, 22, Ag, fho- LOsung dieses
LGS ergibt P, = (3,1,3) und P, = (4,2,2).

kiirzerer Weg
Es sei ¢ der Vektor von P, nach P;.
Dann ist (1,1,1) + Ao - (1,0,1) + ¥ = (4,1,1) + po - (0,1, 1),

und es gilt 71(1,0,1) und ¥L(0,1,1).
Folglich muss auch gelten

3—)\0 1
Lo ol 0 | =3—=2-X+pu=0
—Ao + o 1
3—Xo 0
und o ol 1 | ==X+2-p=0
—/\()—i—,u() 1

und damit gy =1 und Ay = 2.
Also P1 = (37 1,3) und P2 = (4,2,2)

Losung von Aufgabe 27.6¢c): |P, — Py| = /3.

Aufgabe 27.7 (Lotfu3punkt)
Gegeben seien die Ebene
E:={(z,y,2) €ER*;2- 2 —y+2-2=6}
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und der Punkt P = (2,-2,3).

27.7a) Geben Sie die Hessesche Normalform an fiir die Ebene F.
27.7b) BestimmenSie die Abstand von P zu E.

27.7c) Berechnen Sie den Lotfufipunkt Pr von P auf E.

Aufgabe 27.8 (Schwerpunkt)
27.8a) Zeigen Sie, dass sich die Seitenhalbierenden des von den Ortsvektoren @ und b aufge-
pannten Dreiecks im Endpunkt des Ortsvektors

1 /. =
schneiden (dies ist der geometrische Schwerpunkt des Dreiecks).

27.8b) Es sei ein Tetraeder mit den vier Ecken O, A, B und C gegeben.

Wenn

- O mit dem Schwerpunkt S, p ¢ des Dreiecks A(A, B, C) und

- A mit dem Schwerpunkt S 5 ¢ des Dreiecks A(O, B, C)

verbunden wird, dann schneiden sich diese beiden Verbindungsgeraden in dem Schwerpunkt
des Tetraeders.

Bestimmen Sie diesen Punkt.

L6sung von Aufgabe 27.8a)

Trick: Anwendung der Eigenschaften linearer Unabhéngigkeit (F+H Seite 50)
Zwei Vektoren @ und ¥ heissen linear unabhingig, wenn aus einer Linearkombination
(mit o, § € R)

a- U+ p-v=0 folgt a=0und =0
(sonst heissen sie linear abhingig)

Eigenschaften:

(1) Wenn zwei Vektoren @ und ¥ linear unabhéngig sind, dann sind sie nicht parallel.

(2) Ein echtes Dreieck wird durch zwei linear unabhiingige Vektoren aufgespannt.

(3) Ein echtes Tetraeder wird durch drei linear unabhéngige Vektoren aufgespannt.

Wir betrachten das Dreieck mit den Eckpunkten O, A und B
0, é

und den Vektoren @ = O, A und b =
S sei der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden.

Dann kann man den Vektor O,g auf verschiedene Weisen beschreiben:
1
2
- von O iiber A zu S: es gibt eine reelle Zahl A\ mit O,g =d+ X\ (% .

Setzen wir diese beiden Gleichungen gleich, so entsteht

oder

Da @ und b linear unabhéngig sind, gilt also

1
§-M—1+A:O und
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2
oder A = p und damit | p = 3|

Nach (*) also
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Lésung von Aufgabe 27.8b)

(A) Wir verbinden O mit dem Schwerpunkt S4 g ¢ des Dreiecks A(A, B, C):
Es seien @ = O, A, b= O, g und ¢ = O,i%. Dann gilt:

- das Dreieck A(A, B, C') wird aufgespannt von den Vektoren b—dund ¢— @
und folglich hat der Schwerpunkt S4 p ¢ die Koordinaten

1 - 1 5
SA,B,CZEL'—I—§~ ((b—d’)+(€—(i)) =3 <b—|—é’—|—&‘)
1 -
- die Verbindungsgerade g4 5 ¢ von O mit dem Schwerpunkt S4 5c = 3 (b +c+ @‘)

hat die Gleichung
gapc = {A~ (5+ é+ a) e IR}

(B) Wir verbinden A mit dem Schwerpunkt So g ¢ des Dreiecks A(O, B, C):
Dann gilt:

- das Dreieck A(O, B, C) wird aufgespannt von den Vektoren b und @
und folglich hat der Schwerpunkt die Koordinaten

So.pc = % - (5 + 5)

W =

/N
S
+
oL

N——

- die Verbindungsgerade go p.c von A mit dem Schwerpunkt Sp ¢ =
hat die Gleichung

gO,B,C:{6+M' <%~(5+5)—6> ;,uGIR}

Diese beiden Geraden schneiden sich in einem Punkt S, wenn es Ag € IR und py € IR gibt mit

0.8 =1 - (5+5+a) — G+ o <1- (5+5) —a>

3

oder ) )

w

daraus ergibt sich wegen der linearen Unabhéngigkeit von d, b und &
1
3‘)\0:/L0 und /\OZZ

und damit
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