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34 Hauptachsentransformation

Hauptachsentransformation 2-dimensional (sieche REP Seite 219)

Es sei die Gleichung eines Kegelschnittes in Matrizenform gegeben.
Wenn die Matrix die Normalform eines Kegelschnittes beschreiben soll, dann muss ein
Koordinatensystem (u,v) bestimmt werden, fiir das gilt:

a11~u2+a22-02—16:0<:>(uv)-(aél O2>~<Z>:16 (M1)

a2

Wenn 7, = ( 711 ) und 7y = ( 72,1 ) Eigenvektoren zu Eigenwerten A; bzw. Ay

T1,2 )
11 A12

sind, dann gilt nach Definition von Eigenwert
G211 Q22

beziiglich einer Matrix A =
und Eigenvektor

A- ( Tl ) =\ - ( Tl ) fir i {1,2} (M2)

X2 X2
oder

(A—)\i-E)-<xi’1 > =0 oder

X2

ain — A a2 Ti,1 0 ) .
’ ’ . ’ = fir 1€{1,2
(" i) ()= (0) 12
und damit fiir jedes i € {1, 2}:
(i1 Tig) - A- ( izl ) = (i1 Tig) - < Zm Zl,z > . ( ?1 >
2 2,1 02,2 %2 (M4)
T
= (w51 Ti2) - A - ( ot > =i (251 +a7y)

T2

(M3)

Wenn daher die Achsen eines Kegelschnittes Eigenvektoren der zugehorigen Matrix sind,
dann hat die beschreibende Gleichung beziiglich des durch die Eigenvektoren definierten
Koordinatensystems Normalform.

Aufgabe 34.1:
Bestimmen Sie die Kurve, die durch die Gleichung

7T-2246-vV3-2-y+13-42—16=0 (A)

beschrieben wird.
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Losung der Aufgabe 34.1:

Es wird angenommen, dass die Kurve ein Kegelschnitt ist, dessen Hauptachsen um einen
Winkel ¢ gedreht wurden.

Wir wihlen die Koordinaten (u,v) fiir dieses gedrehte Koordiantensystem; dann gibt es eine
Winkel ¢, so dass zwischen dem (z, y)-Koordinatensystem und dem (u, v)-Koordiantensystem
folgender Zusammenhang besteht:

(2)= (ot mtay () )

()= w6 )-(3) “
Direkte Lésung

Zur Abkiirzung ersetzen wir s := sin(¢) und ¢ := cos(y). Dann ergibt sich aus der Gleichung

(B):

oder

r=u-cos(p) —v-sin(p) =u-c—v-s
y=u-sin(p)+v-cos(p) =u-s+v-c

Diese Werte werden in die Gleichung (A) eingesetzt:
T-(w-c—v-5°4+6-V3-(u-c—v-s)-(u-s+v-c)+13-(u-s+v-¢)° =16 =0

oder
7'(u2‘02_2‘U'C'U‘S+'U2'82)
+6-v3- (- c-stu-v- (-5 —v?c-s) (D)
+13- (v? -2+ 2 -u-v-c-s+0v2-*) =16

Diese Gleichung (D) kann nach Potenzen von u bzw. v sortiert werden:
u? - (7~02—|—6-\/§~c-s+13-52)

tu-v- (—14-c-s+6-v3-(®—5%)+26-c-s) (E)
402 (T-5°—6-V3-c-5+13-¢%) =16

Aus der Gleichung (E) kann der Winkel ¢ bestimmt werden, denn wenn der Koeffizient von
u - v gleich 0 ist, d.h. wenn gilt

—14-¢-54+6-V3-(s>—c?)+26-¢c-s=0 (F)

dann hat die Gleichung (E) Normalform.
Nun wird der Winkel ¢ bestimmt, fiir den die Gleichung (F) gilt:

Wegen tan(yp) = s _ sinly) wird die Gleichung (F) durch ¢* geteilt:

¢ cos(p)

—14 - tan(p) + 6 - /3 - (tan?(¢) — 1) + 26 - tan(p) = 0
oder (G)
6-/3-tan?(¢) + 12 - tan(p) —6-v/3 =0
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Diese quadratische Gleichung (G) hat die Lsungen

1 1
tan(gplg):—:i: —+1=

3o V3

Stand: 19. August 2008

Lo

{\/_

1
3

V3

Ohne Einschriankung der Allgemeinheit wihlen wir willkiirlich

© = 60°

Damit ist dann

s=sin(60°) =3-v3 und c¢=cos(60°) =1

2 .
sowie

c~s:i~\/§ und 52:%

und ¢* =

2

1
1

Werden diese Werte in Gleichung (E) eingesetzt, so ergibt sich

und damit

Bild zu Aufgabe 34.1: Hauptachsentransformation

7-$2+6-\/g-x-y+13-y2—16:0undUT—I—

Lésung als Eigenwertproblem (siche REP Seite 219)

Wir schreiben die Gleichung (A) in Matrizenform:

7-x2+6-\/§-x-y+13-y2—1620<:>(ch)-(

7
3-v3

2 U2

4

3-v3
13

=1

)

T
Y

) 16

34003
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Wenn die Matrizengleichung die Normalform eines Kegelschnittes beschreiben soll, dann
muss ein Koordinatensystem (u,v) bestimmt werden, fiir das entsprechend der Glei-

chung (L) gilt: a 0 "
an-u2+a22-v2—16:0<:>(uv)-( . )( ):16 (M1)
0 99 v

o 1,1 . X211 . .
Wenn 7, = < . ’ ) und 7y = ( - ’ Eigenvektoren zu den Eigenwerten A\; bzw. Ag
1,2 2,2

beziiglich einer Matrix A = Zl’l 21’2 sind, dann gilt nach Definition von Eigenwert
2,1 (22
und Eigenvektor
A-<$i’1>:Ai.<$i’1> fir e {1,2} (M?2)
X2 X2
oder (A= XN -E)- < il ) — 0 (M?2)
02
oder
ayjg — A a2 fzin N\ _ (0 . .

( - Grs— A ) ( Teo ) = ( 0 ) fir i€ {1,2} (M3)

und damit

Ti1 a1l a12 T;1
Ti1 Ts . A . % = (T;1 2 . ? ? . ?
( 1,1 Z,Q) ( Tio ) ( 7,1 z,2) ( g1 Qg9 > ( i >
= (@1 T52) - A ;; ) =X\ (27, +a2,)) fir e {1,2}
7’7

(M4)

Wenn daher die Achsen eines Kegelschnittes die Eigenvektoren der zugehorigen Ma-
trix sind, dann hat die beschreibende Gleichung beziiglich des durch die Eigenvektoren
definierten Koordinatensystems Normalform.

Folglich ist es zur Losung der hier gestellten Aufgabe sinnvoll, Eigenwerte und -vektoren der
Matrix
B.— 733
T\3-v3 13
aus der Gleichung (L) zu bestimmen.

Bestimmung der Eigenwerte

Es ist
T—\ 3-V3 = (7T—=N\)-(13=2)—=(3-v/3)-(3:V/3) = 91—20-A\+A2—27 = A2—20-A+64 (N)
3-v3 13—\

Die Nullstellen dieser Determinate (N) sind dann die Eigenwerte, also

Moe=10£vV102-64=10£6 = { 146 wir setzen A} = 16 und \y =4 (0)

Zu diesen Eigenwerten A\; = 16 und Ay = 4 werden nun die Eigenvektoren bestimmt:

Bestimmung der Eigenvektoren zum Eigenwert A\; = 16 beziiglich der Matrix B:
Es werden (Eigen-)Vektoren (x, ;) gesucht, fiir die gilt:

(58 o) ()= (0) )
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Daraus ergibt sich das lineare Gleichungssystem

9.z 4+ 33y =0 = @ =Y.y

V3
33 m - 3 =0 }:>3'\/§'?'91—3'91=0 (Q)

Folglich kann y; beliebig gew&hlt werden:

(T1,91) =91 <§, 1)

1
Wir wihlen y; so, dass der Vektor (z1,y;) die Linge 1 hat, d.h. dass gilt 3 y: +yi =1 also
3 1
Y = 1 und damit y; = R V3.
V3 V3 1 V3

1
Daraus ergibt sich x; = 5 Y = 5 3 3= 7
Dann lautet also der (normierte) Eigenvektor (zy,,y1,) zu dem Eigenwert A\, = 16:

(1 1) = (1 1 \/3) (R1)

73

Bestimmung der Eigenvektoren zum Eigenwert A, = 4 beziiglich der Matrix B:
Es werden (Eigen-)Vektoren (x4, y2) gesucht, fiir die gilt:

T—4 3.3\ [z _ (0
3-v/3 13-4 yo ) 0
Daraus ergibt sich das lineare Gleichungssystem

3wy + 3By =0 = z=-V3y
—3-v/3-v53. 9.9, =0
5v3m + 9y =0 = =3-V3-V3 9 +9- 4

Folglich kann auch y, beliebig gewéhlt werden:
('I'% y?) =Y2- (_\/ga 1)

Wir wihlen y, so, dass der Vektor (z3,y,) die Linge 1 hat, d.h. dass gilt 3 - y2 +y2 = 1 also

1 1
ys = 1 und damit g, = 7

1
Daraus ergibt sich o = —V3- Yo = 5" V3.
Dann lautet also der (normierte) Eigenvektor (s, y2,) zu dem Eigenwert Ay = 4:

(w2 ) = (~5V5:3) (r2)

Prinzipiell ist das Problem jetzt gelost: Wiahlt man als Hauptachsen die beiden normierten
Eigenvektoren (1, ¥1,,) und (s, y2,,), so hat die Kurve beziiglich dieser “Basis“ als Achsen
ihre Normalform, und die Halbachsen sind A, beziehungsweise \s.
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Aber wir kénnen auch weiter rechnen:
Wir entscheiden uns, den Eigenvektor (z1,y;) auf die z-Achse abzubilden, also nach (R1) soll

a
(T10s Y10) = (%, 5 \/5) auf (1,0)

abgebildet werden.
Dann sollte der Eigenvektor (x9,ys) auf die y-Achse, also nach (R2)

(T2,n, Y2.n) = (—%\/57 1) auf (0,1)
so abgebildet werden, dass die

1 1
: Tin Ton 5 __'\/g 1 ( 1 —\/§>
ehorige Matrix A = ’ ’ = 2 2 = _.
PHEEROTIE e < Yin Y2nm ) ( %\/5 % ) 2 V3 o1

eine Drehmatrix ist, d.h. [A] = 1. Diese Bedingung ist fiir A erfiillt.

(Bemerkung: Die Matrix A ist eine Drehmatrix - es kann der Drehwinkel ¢ bestimmt werden

(cos(¢) =% (T10 +¥1,0) = 5 - 1) und dieser ist dann ¢ = 60° - wie in Gleichung (I).)

Die ,,gedrehten* Koordinaten sollen mit (u,v) bezeichnet werden. Ein beliebiger Punkt (z,y)
im urspriinglichen Koordinatensystem hingt dann durch die folgende Gleichung mit den Ko-
ordinaten im gedrehten Koordinatensystem zusammen:

x\ u) 1 1 -3 u
()= (D)= (6 7)) 2
Die Gleichung (S1) kann transponiert werden:

() () () e (5 )

Nun kann - unter Verwendung der Gleichung (S1) und (S2) - in der Gleichung (L) das gedrehte
Koordinatensystem verwendet werden:

o (s ") (3)

=
S () (e ) (1) ()
g
i(uv)-<_f/§ ?) <37\/§31;)/§> (\}3_1/3> (1;):16 (T)
-~
o (L ) (it ) () =
=
i(uv)-<604 1%)-(5):16
Daher gilt
i-(64-u2+16-v2):16
oder UT2+UZ2:1
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Aufgabe 34.2:
Bestimmen Sie die Kurve, die durch die Gleichung

2.1 +4-2-y—y*—6=0 (A)
beschrieben wird.

Losung der Aufgabe 34.2:
Es wird angenommen, dass die Kurve ein Kegelschnitt ist, dessen Hauptachsen um einen
Winkel ¢ gedreht wurden.

Wir wihlen die Koordinaten (u,v) fiir dieses gedrehte Koordiantensystem; dann gibt es eine
Winkel ¢, so dass zwischen dem (z, y)-Koordinatensystem und dem (u, v)-Koordiantensystem
folgender Zusammenhang besteht:

(2)= (ot i) () )
oder Direkte Lésung

Zur Abkiirzung ersetzen wir s := sin(¢) und ¢ := cos(y). Dann ergibt sich aus der Gleichung
(B):

z=u-cos(p) —v-sin(p) =u-c—v-s

y=u-sin(p) +v-cos(p) =u-s+v-c

Diese Werte werden in die Gleichung (A) eingesetzt:
2 (u-c—v-5)’+4-(u-c—v-s)-(u-s+v-c)—(u-s+v-¢)—6=0

oder
2

2.(u ‘02_2‘U'C'U‘S+U2'82)
+4-(u?c-st+u-v-(*—s%)—v*-c-s) ()
2

—(u? s +2-u-v-c-s+0v2-c*)=6
Diese Gleichung (C) kann nach Potenzen von u bzw. v sortiert werden:
w2 +4-c-s— 5%

tu-v-(=dcos+4-(F—s*)—2-¢c-s) (D)
+v2-(2-82—4-c-s—c*) =6

Aus der Gleichung (D) kann der Winkel ¢ bestimmt werden, denn wenn der Koeffizient von
w - v gleich 0 ist, d.h. wenn gilt

~4.c-s+4-(F—5)—2-c-5=0 (E)

dann hat die Gleichung (D) Normalform.

Nun wird der Winkel ¢ bestimmt, fiir den die Gleichung (E) gilt:

s sin(y
Wegen tan(p) = i cos((<p))

wird die Gleichung (E) durch ¢? geteilt:

—4-tan(p) +4- (1 —tan?(p)) — 2 - tan(p) = 0
oder (F)
4 - tan?(¢) + 6 - tan(p) —4 =0
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Diese quadratische Gleichung (F) hat die Losungen
9 1
t —_ — = j: —_— ]_ = 2
o) =5 £+ 1={ 2, @)
Ohne Einschriankung der Allgemeinheit wihlen wir willkiirlich
tan(p) = 5 (H)
Nach F+H ist dann
= <i = M = i = L = = L = L = l
s = sin(p) = 1+tan2(p) /141 V6 und ¢ = cos(¢) \/T+tan2(p) 1+ Ve
sowie c-s:\/lg-\/ig—g und s =% und =$
(1)
Werden diese Werte in Gleichung (D) eingesetzt, so ergibt sich
4 2 1 1 2 4
u? - <2~5+4~5—5> +v? - (2-5—4~5—5> =6 oder u*-3—0v?-2=6
und damit
u? 0P
Bl — J
7 "3 (J)
A/ ’ N/

Bild zu Aufgabe 34.2:

Hauptachsentransformation

2 2

z Y
H bel —— = =1
yperbe 5 3

in Hauptachsenlage

Bild zu Aufgabe 34.2:
Hauptachsentransformation

2-x2+4-x2~y—2y2—6:0
undu——v—zl
2 3
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Aufgabe 34.3
Bestimmen Sie die Fliche, die durch die Gleichung

16-22+9-9°+16-22+40-1-2—36=0 (A)
beschrieben wird.

Losung der Aufgabe 34.3

REP Seite 224:
Allgemeine Form einer Quadrik
in Koordinaten-schreibweise:

am-x2+a272-y2+a3,3-22—|-2-a172-x-y+2-a273-y-z+2-a173-x-z+a070:O

in Matrizen-schreibweise (symmetrische Matrix):

@11 Arz Q13 x
.fT : G192 G292 (423 : f—*— Qo,0 = 0 mit ¥ = Yy
13 0G23 033 zZ
also hier:
16 0 20 x 16 0 20
(z y 2z)-1 09 0 |-y |-3=0mitM:=| 0 9 0
20 0 16 z 20 0 16

Man bestimmt;:
(1) A1, Ao, A3 als Eigenwerte von M:
Es ist
16—X 0 20
0 9—-A 0 =(9—-A)-
20 0 16—\
=(9-A)-[N=32-A—144] =(9—-N)- (A +4)- (A—36) =0
also erhalten wir die Eigenwerte
A =9, 0 =—4und )3 = 36.|

16 — A 20

20 16— | = O= A [(16 = A)* - 400]

Ergebnis: 9 - u? — 4 - v? + 36 - w? = 36, also ein Ellipsoid. Es sind noch die Achsenrichtungen
von u, v und w zu bestimmen.

(2) Zu diesen Eigenwerten gehoren folgende Eigenvektoren bzw. Eigenrdume:

(2a) Eigenraum V4 zum Eigenwert A\; = 9:
Es ist das lineare Gleichungssystem

16 — )\ 0 20 T 0 7 0 20 x 0
0 9— X\ 0 y | =1 0 | oder 0 0 0 y | =10
20 0 16 — N\ z 0 20 0 7 z 0
zu losen:

Zg=p-(0,1,0) mit p € R
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(2b) Eigenraum V_, zum Eigenwert \y = —4:
Es ist das lineare Gleichungssystem

16 — Ay 0 20 x 0 20 0 20 x
0 9— X 0 y | =1 0 | oder 0 13 0 y | =
20 0 16 — A9 z 0 20 0 20 z
zu losen:
Zq4=p-(1,0,—1) mit p € R
(2¢) Eigenraum V3¢ zum Eigenwert A3 = 36:
Es ist das lineare Gleichungssystem
16 — A3 0 20 x 0 -20 0 20 x
0 9— A3 0 y | =1 0 | oder 0 —-27 0 |y
20 0 16 — A3 z 0 20 0 -=20 z
zu 16sen:

536 =W (1,0,—1) mit n e R

Stand: 19. August 2008

34010

(3) Drehmatrix aus den Eigenvektoren:

Wir kénnen nun festlegen, auf welchen der drei (auf die Linge 1 normierten) Eigenvektoren
Ty, ¥_4 und T34 jeweils die Einheits-Vektoren (1,0,0), (0,1,0) und (0,0, 1) abgebildet werden

sollen.

Dabei ist darauf zu achten,

in dieser Reihenfolge

dass auch die drei Bildvektoren Zg, #_4 und 7’34

ein Rechtssystem bilden (wie die 3 Einheitsvektoren (1,0,0), (0,1,0) und (0,0,1))

so dass die Determinante der zugehorigen Drehmatrix gleich 41 ist.

Wir versuchen es mit folgendem Ansatz:
(1,0,0) — f (010) 0 \/‘ 12
(0,1,0) = #,=3%-v2-(1,0,-1) = D:=11 0
(070’1) — 3?36:% \/5(101) O % \/_ %\/5

Leider ist det(D) = —1.

Nun vertauschen wir die beiden letzten Vektoren und versuchen es neu:

(1,0,0) — 7= (0,1,0) 0
(0,1,0) — F=1-v2-(1,0,1) = D:=1]1
(0,0,1) —» ZF,4=1-v2-(1,0,-1) 0

Dann ist det(D) = 1.

1
2

V2

L,
2

Lve

0

(4) Drehachse und Drehwinkel:

Die Drehachse @ ist ein Eigenvektor der Drehmatrix D zum Eigenwert 1.
Fiir den zu @ gehorigen Drehwinkel o gilt:

cos(a) = 5 - (spurD — 1)

(4a) Berechnung des Drehwinkels « von D:

Es ist spurD = —1./2

und folglich cos(a) = 3 - (spurD — 1) =

also [0 = 149° |

3 (-3vV2-1),
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(4b) Berechnung der Drehachse von D:

Zunichst ist der Eigenvektor zu dem Eigenwert 1 der Drehmatrix D zu finden - falls die
Matrix einen solchen Eigenwert besitzt. Also suchen wir nach den Eigenwerten der (richtigen)
Drehmatrix D: Es ist

0—-Xx 2.v2 1.2
1 0-2A 0 = (=N [—2-V2-) V2 V2 V2 —Q—)\
( ) 2 ]2 2
0 2-v2 —1-v2-)
s V2 o, V2
==X - N A

Also ist A = 1 ein Eigenwert von D, denn es ist

13 é_ 1+£ 141=0

Die Drehachse Ggren, = R-(2p, yp, zp) dieser Drehung wird dann bestimmt als der Eigenvektor
zu dem Eigenwert A = 1, dh. es muss gelten:

0-1 %1.v2 1.2 Tp 0
1 0-1 0 oy | =10
0 1-v2 -1.v2-1 2D 0
Zeile | zp YD Zp r.S Regie
1| -1 2 Y2 0
-1 0 0 1 Tp = Yp
300 2 2 19 1
V2 NG V2 1
5| f-1)o | £ 2
6] 0 A 0 0

2 2
mit A = ( —1) (“§+1)+72-72:(§) —1+(“§) —l_14l=0

also ist yp nach Zeile 6 als freier Parameter zu wahlen, z.B. |yp =

V2 V2
o N SR, B R

cYp = 7 -7:1—7naChZe11e4,also Zp = 5
2

oI

Dann ist zp =

N3

und |xp = — | nach Zeile 2.

Damit ist die Drehachse definiert durch

Drehachse: Gyen := R - (2p,yp, 2p) = R- (V2,v/2,2 —V2) = R- (1,1,V/2 — 1)
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(5) Hauptachsentransformation:

Unsere Ausgangsgleichung in Matrizenschreibweise lautete:

16 0 20 x 16 0 20
(zy 2z)-{ 09 0 |-|y|-36=0mitM:=[ 0 9 0 |,
20 0 16 2 20 0 16
also
7T M -7 =36

Nun wollen wir das natiirliche Koordinatensystem um die Drehachse G 4,0, mit dem Drehwinkel
« drehen. Dazu haben wir die Drehmatrix D bestimmt.

Also wéhlen wir |# = D - @ mit @ = (u,v, w).

Also ergibt sich die folgende Beschreibung aus der obigen Darstellung:
6= -M-f=(D-@) -M-D-@
Wegen (D-@)" = @' - D" wird aus dieser Gleichung
36=d -D'-M-D-i

Hierin ist
0 L.v2 1.v2\' 0 1 0
D=1 0 0 = 3VvV2 0 V2
0 2-v2 -1.12 L.v2 0 -L1.Vv2
und damit
0 1 0 0 1.v2 L2
DT-M~D<§-\/§0 12 ) (1 0 0
V20 3V 0 §-v2 —4ov2
0 9 0 0%5 ¥ 9 0 0
(18-\/5018-\/5 1 0 0 ) 0 36 0
—2-v2 0 2.2 0 % _¥2 00 —4
Also gilt:
9 0 0
36=2"-M-Z=a - 036 0 | - @=9 -u?>+36-v>—4-w
0 0 —4
oder
w>  v? w?
TTT 9tk

Eine solche Normalform beschreibt ein einschaliges Hyperboloid.
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Aufgabe 34.4
Bestimmen Sie die Fliche, die durch die Gleichung

522452 +18-22—6-2-y =12 (A)
beschrieben wird.

Losung der Aufgabe 34.4

REP Seite 224:

Allgemeine Form einer Quadrik

in Koordinaten-schreibweise:

aig 4 Ay tazg 2 +2 a1 x Yy +2-as3 Yy 2+2 a3 24 agy =0

in Matrizen-schreibweise (symmetrische Matrix):

ay1 Air2 dAi3 x
f—r . Q12 A22 d23 . Zf"— Qp,0 = 0 mit T = Y
13 Q23 0433 z
also hier:
5 =3 0 x 5 =3 0
(xyz) -3 5 0 1y | -72=0mitM:=| -3 5 0
0 0 18 z 0 0 18

Man bestimmt:
(1) A1, Ao, A3 als Eigenwerte von M:
Es ist
5—-X =3 0
-3 5-=A 0 = (18 — \)
0 0 18 — A
=(18=X)- [ =10-A+16] =(18 = A)- (A —=2)- (A= 8) =0

also erhalten wir die Eigenwerte A\; = 2, Ay = 8 und A3 = 18.

5= -3
~3 5-2)

‘:(18—)\)-[(5—)\)2—9]

Ergebnis: 2 - u? + 8 - v? + 18 - w? = 72, also ein Ellipsoid. Es sind noch die Achsenrichtungen
von u, v und w zu bestimmen.

(2) Zu diesen Eigenwerten gehoren folgende Eigenvektoren bzw. Eigenrdume:

(2a) Eigenraum V) zum Eigenwert \; = 2:
Es ist das lineare Gleichungssystem

5—XA =3 0 x 0 3 =3 0 x 0
-3 5H-X\ 0 -ly |]=10]oder| =3 3 0 y | =10
0 0 18—\ z 0 0 0 16 z 0
zu losen:
F1=p-(1,1,0) mit g € R
(2b) Eigenraum V5 zum Eigenwert Ay = 8:
Es ist das lineare Gleichungssystem
5—X =3 0 x 0 -3 =3 0 x 0
-3 5= 0 -ly |]=10]oder| =3 =3 0 -y |]=10
0 0 18 — A9 z 0 0 0 13 z 0
zu losen:

o= p-(1,-1,0) mit p € R
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(2¢) Eigenraum V5 zum Eigenwert A\ = 18:
Es ist das lineare Gleichungssystem

5—X3 =3 0 T 0 -15 -3 0 T 0
-3  5—A3 0 1 v | =1 0 ] oder -3 =15 0 y | =120
0 0 18 — )3 z 0 0 0 0 z 0

zu losen:

Z3=p-(0,0,1) mit p € R

(3) Drehmatrix aus den Eigenvektoren:

Wir kénnen nun festlegen, auf welchen der drei (auf die Léange 1 normierten) Eigenvektoren
71, 3 und Z3 der Vektor (1,0) abgebildet werden soll.

Wir wihlen: (1,0,0) auf #; = 1 -v/2-(1,1,0),

(0,1,0) auf & = 1-v/2-(1,-1,0) und

(0,0,1) auf # = (0,0, 1):

V2 1-v2 0
V2 =12 0
0 0 1

N[ [

D=

N|—=

(4) Drehachse und Drehwinkel:

Die Drehachse @ ist ein Eigenvektor der Drehmatrix D zum Eigenwert 1.
Fiir den zu a gehorigen Drehwinkel o gilt:
cos(a) = £ - (spurD — 1)

Berechnung des Drehwinkels o von D:
EsistspurD=1-v/2-1./24+1=1
und folglich cos(a) = 5 - (spurD — 1) = 0, also o = 90°.
Berechnung der Drehachse von D:
Zunichst ist der Eigenvektor zu dem Eigenwert 1 der Drehmatrix D zu finden - falls die Matrix
einen solchen Eigenwert besitzt. Dann wiirde fiir die Drehachse R - (zp,yp, zp) gelten:
Lv2—-1 1.2 0 Tp 0
1v2 —Lve-1 0 |-l w |=10
0 0 1-1 2D 0

(5) Diagonalmatrix als Hauptachsentransformation:

V2 _%\/5 0
0 0 1

Wie man leicht nachrechnet, gilt D™' = D72 (weil fiir D gilt |D| = 1).

DN [N [ =

Esist D' =

Also ist
Lve 1v2 o0 5 =3 0 Lve2 120
DYM-D=D".M-D = %\/5 _%.\/5 oll =3 5 0 %\/5 _%.\/5 0
0 0 1 0 0 18 0 0 1
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Aufgabe 34.5
Es seien

q(z,y,2) =52 +5-y°—4-22+8-2-y=36 und F:=| y (A)

) mitg=2" - A- .

a) Bestimmen Sie eine symmetrische Matrix A € R
b) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A.

c¢) Bestimmen Sie eine orthogonale Matrix D als Drehmatrix des IR* mit der Drehachse als
Eigenvektor zum Eigenwert 1.

Losung der Aufgabe 34.5a
In Matrizen-Schreibweise lautet die Gleichung (A):

5 4 0 x 5 4 0
(z y 2)-[ 45 0 y | =36mitM:=| 45 0

00 —4 z 0 0 —4

Losung der Aufgabe 34.5b

A1, A9, A3 als Eigenwerte von M:

Es ist

5—A 4 0
4 5-X 0 =[6-XA?(—4=N)] = [(-4-)) - 16]

0 0 —4-—)\
=(—4-XN)-[(5-X)7=16] = (-4—=X)- (25— 10- A+ X* — 16)
=(—4-XN)-(P=10-24+9)=(=4-X)-(9-X)-(1-X)=0

also erhalten wir die Eigenwerte
[ Mi=-4, X =9und \z=1.]

Losung der Aufgabe 34.5¢

Zu den Eigenwerten aus 34.5b) gehoren folgende Eigenvektoren bzw. Eigenrdume:

(c1) Eigenraum V_4 zum Eigenwert A\ = —4:
Es ist das lineare Gleichungssystem
5— A\ 4 0 x 0 9 4 0 x 0
4 55—\ 0 -l y | =10 Joder | 4 9 0O y | =120
0 0 —4 -\ z 0 000 z 0
zu 16sen:
Vg =p-(0,0,1) mit g € R und &, = (0,0, 1)
(c2) Eigenraum Vy zum Eigenwert Ay = 9:
Es ist das lineare Gleichungssystem
5— X 4 0 T 0 —4 4 0 x 0
4 5— X 0 1 v | =1 0 | oder 4 -4 0 -ly |=120
0 0 —4 — X z 0 0 0 -—13 z 0

zu losen:

Vo=p-(1,1,0) mit x € Rund &, = — - (1,1,0)

(c3) Eigenraum V; zum Eigenwert A3 = 1:
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Es ist das lineare Gleichungssystem

5— A3 4 0 x 0 4 4 0 x 0
4 5— A3 0 Ly |=10 Joder| 4 4 O y | =10
0 0 —4— A3 z 0 0 0 =5 z 0
zu l6sen:

Vi=p-(1,-1,0) mit p € R

Es ist
0 1 -1
Ty XTe=10 X\/Li' 1 :\%‘ 1
1

Also bilden die Eigenvektoren #; = (0,0, 1), #; = \/Li -(1,1,,0) und t/z?;))\/i5 -(=1,1,,0) in dieser
Reihenfolge ein Rechtssystem und eine Orthonormalbasis.
Die zugehdrige Drehmatrix lautet daher:

0 L _—L
V2 V2
0 4L L
V2 V2
1 0 0
Aufgabe 34.6
Es seien
x
q(z,y,2) =42 +4- > +4-224+2-2-y+2-y-2+2-2-2=12 und F:=|[ y (A)
z

g

a) Bestimmen Sie eine symmetrische Matrix M € RG® mit g=2" - M - 7.
b) Bestimmen Sie die Eigenwerte von M.

b) Bestimmen Sie eine orthogonale Matrix D als Orthonormalbasis des IR* mit den Eigen-
werten von M.

L6sung der Aufgabe 34.6a)

Es ist
411 x 411
(zy z)- {141 |- [y |=12mitM:=]1 41
11 4 z 11 4

Lésung der Aufgabe 34.6b):
Man bestimmt;:
(1) A1, Ao, A3 als Eigenwerte von A:

Es werden alle Losungen A gesucht mit

4— ) 1 1
1 4-x 1 |=[@d-N*+1+1]—[4-)) -3
1 1 4— A
=64—48-A4+12- N =N 4+2-1243-A=54—-45-A+12- N> = X* =0
also erhalten wir die Eigenwerte
/\1:3,/\2:3und/\3:6.
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Losung der Aufgabe 34.6¢):
Zu diesen Eigenwerten gehoren folgende Eigenvektoren bzw. Eigenrdume:

(c1) Eigenraum V3 zum (doppelten) Eigenwert \; = 3:
Es ist das lineare Gleichungssystem

4— )\ 1 1 x 0 111 x 0
1 4— )\ 1 'y ]=10}oder{ 1 1 1 |-y ]=10
1 1 4— )\ z 0 111 z 0
zu losen:

vy z|rS || Regie Wihle y und 2z als Parameter; dann ist

1 10 |-1 -1|lo=-y—2

1 1 1] 0 |1 —1 -1

1 1 1[0 1 Vs=y-{ 1 | +2-|1 0

0 0 0] 0 0 1

8 8 8 8 der Eigenraum zu dem Eigenwert A;.

(c2) Eigenraum Vg zum (einfachen) Eigenwert A3 = 6:
Es ist das lineare Gleichungssystem

4— )3 1 1 x 0 -2 1 1 x 0
1 4— )3 1 vy | =1 0 | oder 1 -2 1 -y |]=10
1 1 4— )3 z 0 1 1 =2 z 0
zu losen:
x y z | r.S. || Regie Wihle z als Parameter; dann ist
-2 110 |2 -1|y=2-2—2 1
1 -2 1 0 |1 Za=x-| 1
T 1 210 1 1
300 0 |1 r=z
3 0 3| 0 1 der Eigenvektor zu dem Eigenwert 3.
0 0 0 0
Wir wihlen nun als Basisvektoren
1 1
51 = — (—1,071) € ‘/3 und 52 = —(171,1)

V2 /3

und bilden den dritten Basisvektor: €3 := €; X €. Es ist dann

2 L _01 X } L _21
63 = —_— — -
\/6 1 1 \/6 —1

Damit lautet dann die Drehmatrix D:

S

Sl-

S-S5l
Sl

(und diese hat den Eigenwert 1.)

Basis B = {é}, €, €3}

F={(uv,w) e R, 3-u>+6-v"+3 v’ =12}

oder

2 2 2
F:{(u,v,w)EIR3, %4—%4—%:12}
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