Mathematik fiir Ingenieure
Institut fiir Algebra, Zahlentheorie und Diskrete Mathematik

Dr. Dirk Windelberg Universitdt Hannover

Stand: 6. November 2008
http://www.iazd.uni-hannover.de/~windelberg/teach/ing

37 Statistik

37.1 Wahrscheinlichkeiten

Literatur:
E.Kreyszig: Statistische Methoden und ihre Anwendungen, Vandenhoeck und Ruprecht, Gottin-
gen 1968.

H.-P. Beck-Bornhold, H.-H. Dubben: Der Hund, der Fier legt rororo sachbuch 61154.

Aufgabe 37.1 (Statistik fiir Kuchenesser)

Sie backen eine Kuchen. In Abwandlung des Originalrezeptes geben Sie 1 Kaffeebohne in den
fertigen Teig. Bitte griindlich umriihren. Nach dem Backen soll der Kuchen in 20 gleich grofie
Stiicke zerschnitten werden.

Frage 37.1.1: Wie grofl ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf§ sich die Kaffeebohne in dem
ersten Stiick befindet?

Ant t 37.1.1: W, = —.
ntwor 1= 50

Nun geben Sie 2 Kaffeebohnen in den fertigen Teig und rithren wieder griindlich um.

Frage 37.1.2: Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf sich je eine Kaffeebohne in dem
ersten und in dem zweiten Stiick befindet?

Antwort 37.1.2: — fiir die erste Bohne und 20 fiir die zweite Bohne,

2 1

20 20

Nun geben Sie 20 Kaffeebohnen in den fertigen Teig und rithren wieder griindlich um.

Frage 37.1.2.0: Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl sich je eine Kaffeebohne in
jedem Stiick befindet?

Antwort 37.1.2.0: 20 fiir die erste Bohne und % fiir die zwanzigste Bohne, insgesamt also

20 19 2 1
Wag = o v e

insgesamt also Wy =

Frage 37.1.2.1: Wenn daher jeder der 86 000000 Bundesbiirger einen Kuchen mit 20 Kaffe-
bohnen backen wiirde - in wie vielen Kuchen wiirde dann erwartungsgeméaf in jedem Stiick

genau eine Kaffeebohne zu finden sein?
20! 1
Antwort 37.1.2.1: W5y = 50% = 13099804 also sind im Mittel etwa 2 Kuchen mit gleichméfi-

ger Bohnenverteilung zu erwarten.
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Problem 37.1.3 (Leukimie-Szenario)

Als Versuchsfeld benotigen wir ein Quadrat mit 36 = 6 x 6 Feldern und zwei unterscheidbare
Wiirfel (z.B. einen schwarzen und einen weifien). Jedes Feld ist durch seine Koordinaten (x,y)
(mit x € {1,2,3,4,5,6} und y € {1,2,3,4,5,6}) gekennzeichnet. Der weifle Wiirfel gibt den
y—Wert (also die Zeile) und der schwarze den z—Wert (also die Spalte) an.

Um unserem Versuchsfeld einen realistischen Bezug zu geben, wird es als Landkarte interpre-
tiert:

Am Ort K = (5,2) befindet sich ein Kernkraftwerk.
Am Ort C = (2,5) befindet sich eine Chemiefabrik.
Am Ort M = (2,2) befindet sich eine Miilldeponie.

An den Orten Hy = (4,6), Hy = (5,5) und H3 = (6,4) befindet sich eine Hochspannungslei-
tung.

Nun wird gewiirfelt: eine weifie 2 und eine schwarze 4 beschreiben, dass am Ort (4, 2) z.B. ein
Fall einer seltenen Erkrankung wie einer Leukédmie im Kindesalter aufgetreten ist.

Die durchschnittliche Leukdmie-Rate auf dem gesamten Versuchsfeld ist jetzt W, = 36
denn wir haben einen Treffer auf 36 Késtchen.
Die Leukdmie-Rate auf dem Feld (4,2) ist jetzt Wy = 1, denn wir haben einen Treffer auf 1

Kastchen.

Die Leukadmie-Rate in diesem Késtchen ist also um den Faktor 36 hoher als der Durchschnitt.
(Das ist zwar zweifellos eine richtige Feststellung, aber ohne Relevanz, denn irgendwo musste
der Treffer ja schliesslich landen!)

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der zehnte Wurf zu einem bereits markierten Feld fiihrt,

9
betriagt Wip = 6= 0.25 = 25 %!

Aufgabe 37.1.4: Wiirfeln Sie 36 mal und tragen Sie die Ergebnisse in eine Zeichnung ein (im
Durchschnitt sollte - wie bei dem Kuchen - ein Treffer pro Feld erfolgt sein).

6 H1

m o o= ® &

1 2 3 4 5 6
schwarz

Aufgabe 37.1.4: Leukdmie-Szenario



Windelberg: Mathematik fiir Ingenieure, Kapitel 37 Stand: 6. November 2008 37003

Die (unterschiedlichen) Ergebnisse etwa innerhalb unserer Gruppe lassen sich interpretieren
als die Leukémiefélle an verschiedenen Tagen (oder Wochen). Dann gibt es also Tage, an denen
im Bereich von Kraftwerken mehr Leukamiefille auftreten als anderswo!

POISSON-Verteilung
Nach POISSON gilt

wobei

e bei w Wiirfen und f Feldern ist m = E, also ist m = 1 bei w = 36 Wiirfen und f = 36

f
Feldern
e 1 die Anzahl der in einem Feld F' zu erwartenden Treffer ist

e P(z,m) die Wahrscheinlichkeit dafiir ist, dass auf einem Feld F gerade x Treffer
(Leukémiefille) auftreten.

Frage 37.1.5: Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass auf einem Feld x = 3 Treffer
auftreten?
Antwort 37.1.5: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass auf einem Feld x = 3 Treffer auftreten,

1st 13 ) .
. 6_

P(3,1) = = ~

(3,1) 3! e-1-2-3 163
Frage 37.1.6: Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass auf einem Feld x = 0 Treffer
auftreten?
Antwort 37.1.6: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass auf einem Feld x = 0 Treffer auftreten,
ist

P(0,1) =

~ 0.061 = 6.1%.

10_ -1

1
€ — 1 ~0.368 = 36.8%.
0! e

Bemerkung zu 37.1.5 und 37.1.6: Dabei ist es erstaunlicherweise egal, ob wir 36 Treffer auf
36 1000
36 Felder oder 1000 Treffer auf 1000 Felder verteilen - wichtig ist nur, dass m = 36 = 1000 — 1

ist.

Frage 37.1.7: Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine Gleichverteilung mit genau einem
Treffer in jedem Feld?

Antwort 37.1.7: Die Wahrscheinlichkeit fiir eine Gleichverteilung mit genau einem Treffer in

36! 1
iedem Feld betriigt = '
Jedent BEA bELagt oess = 985992 600 000 000
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37.2 Verteilungen

Haufigkeitsverteilung
Bei statistischen Erhebungen werden die Beobachtungsergebnisse iiblicherweise in der

Reihenfolge nacheinander in Formulare eingetragen, in der sie anfallen. Die dabei entstehende
Liste heifit das Protokoll oder die Urliste.

Die folgende Tabelle 37.3 ist eine solche Urliste. Sie enthélt 90 Werte, nédmlich die Druck-
festigkeit von 90 Betonwiirfeln mit jeweils 20cm Kantenlinge. Das sind also n(= 90)
Zahlen x; als Ergebnisse von 90 Beobachtungen (Messungen) (i = 1,...,90). Diese bilden
zusammen eine Stichprobe vom Umfang n, aus der man spéter Schliisse auf die zugehorige
Grundgesamtheit ziehen will. Die Zahlen heifle Stichprobenwerte.

Beispiel ES:
Druckfestigkeit in kg/cm? von Betonwiirfeln mit 20 cm Kantenlinge (nach W.Eberl
G.Schneeweiss, Ost. Ing. Arch. 11, 1957, 173)

1 2 3 4 3 6 7 8 9 10
358 392 368 324 307 308 235 228 237 317
346 276 299 284 293 330 376 381 333 389
371 333 334 364 443 489 401 434 354 366
328 341 374 279 302 320 453 458 410 261
279 244 353 345 361 301 402 379 250 230
278 335 342 300 290 352 358 239 349 315
359 397 394 324 336 352 328 302 316 285
285 303 314 318 355 271 245 209 246 272
317 322 386 328 378 368 353 419 344 355

Tabelle 37.3: Stichprobenwerte aus Beispiel ES

0 1O Ul Wi~ O

Wie stellt man nun eine Stichprobe iibersichtlich dar?

und

Klassenbildung
Kommen in einer Stichprobe sehr viele zahlenmé&fig verschiedene Werte vor, so ist die Tabelle

oder die Zeichnung der H&ufigkeitsfunktion meist noch recht uniibersichtlich. Wir kénnen
dann aber die Stichprobe weiter vereinfachen durch eine Klassenbildung.

Dabei gehen wir von einem Intervall aus, in dem alle Stichprobenwerte liegen. Dieses
unterteilen wir in Teilintervalle, die als Klassenintervalle bezeichnet werden. Die Mitten
dieser Intervalle heilen Klassenmitten. Alle Stichprobenwerte in einem solchen Intervall
bilden zusammen jeweils eine Klasse von Werten. Deren Anzahl heifit die zu dem be-
treffenden gehdrige absolute Hiufigkeit oder kiirzer die absolute Klassenhdufigkeit der
Stichprobenwerte.

Division durch den Stichprobenumfang ergibt daraus die relative Klassenh&ufigkeit.
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Die folgende Tabelle 37.3a) beschreibt obiges Beispiel ES, in dem ein Klassenbildung vorge-

nommen wurde.

Aufgabe 37.3

Vervollstandigen Sie diese Tabelle.

Klassenmitte | Klassenintervall Absolute Haufigkeit Relative
[kg/cm? [kg/cm?| Strichliste Wert | Hiufigkeit
200 187,5-212.5 / 1 0,011
225 212,5-237,5 /]]/ 4 0,044
250 237,5-262,5 /1]]]/ 6 0,067
275 262,5-287.5 9 0,100
300 287,5-312,5 10 0,111
325 312,5-337,5 19 0,211
350 337,5-362,5 17 0,189
375 362,5-387.5 11 0,122
400 387,5-412.5 7 0,078
425 412,5-437,5 2 0,022
450 437,5-462,5 3 0,033
475 462,5-487,5 0 0,000
500 487,5-512,5 1 0,011

Tabelle 37.3a): Stichprobenwerte nach Klassenbildung aus Beispiel ES
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Darstellung als Dichte- oder als Verteilungsfunktion

Eine Stichprobe a8t sich durch eine H#ufigkeits- bzw. Dichte-Funktion darstellen oder
auch durch eine Summenhiufigkeits- bzw. Verteilungs-Funktion darstellen.

Beispiel 37.4: Stichprobenwerte:

i 1123456 7
x(i) |24 488|810
Beispiel 37.4: Stichprobenwerte
y y
155 Tl
10 109
= 108
1 Loz
135 los
13
10.5
125
104
12
I 10.3
11 102
Los 10.1
1 2 5 8 11 2 5 8 1
Los Lo1

Beispiel 37.4:
Héaufigkeits-Funktion
(Dichte-Funktion)

Beispiel 37.4:
Summenhaufigkeits-Funktion
(Verteilungs-Funktion)
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Mittelwert
Der Mittelwert einer Verteilung ist das arithmetische Mittel der Stichprobenwerte und wird mit

1 bezeichnet:
> i1 Ti

n

N:

In Beispiel 37.4 ist dann p = % ~ 6.29.

Varianz und Standardabweichung
Die Varianz einer Verteilung wird mit ¢ bezeichnet:

2 Z:‘L:l (z; — M)2

7= n—1

Die Standardabweichung einer Verteilung wird mit ¢ bezeichnet:

U:\/W

n—1

(Die Varianz ist ein Maf} fiir die Streuung der Werte, die die betreffende Zufallsvariable
annehmen kann [).)

*) Vorsicht: Die Standardabweichung ist nicht ein Ma8 fiir die Streuung, auch wenn diese (fiir o > 1)
kleiner ist als die Varianz! Nach E. Kreyszig: a.a.0., S.39: Leider bezeichnen gewisse Autoren die Standardab-
weichung o als Streuung. Wenn man solche Literatur liest, muB man aufpassen.

Die Varianz o2 der Verteilung in Beispiel 37.4 betrigt 0> = 7.347, und die Standardabweichung
damit o = 2.71.
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Aufgabe 37.5:

Berechnen Sie Mittelwert, Varianz und Standardabweichung fiir Beispiel ES

a) nach Tabelle 37.3

b) nach Tabelle 37.3a): Verwenden Sie dazu die jeweilige Klassenmitte und die zugehorige
Héaufigkeit.

Lésung von Aufgabe 37.5:
Beispiel ES:
37.5a) Mittelwert m = 332 nach Tabelle 1, Varianz 0? = 3131, Standardabweichung o = 56.

37.5b) Wir sortieren zunéchst die Tabelle 1 nach der GroSe:

Druckfestigkeit in kg/cm? von Betonwiirfeln mit 20 cm Kantenlinge (nach W.Eberl und
G.Schneeweiss, Ost. Ing. Arch. bf 11, 1957, 173)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
209 228 230 235 237 239 244 245 246 250
261 271 272 276 278 279 279 284 285 285
290 293 299 300 301 302 302 303 307 308
314 315 316 317 317 318 320 322 324 324
328 328 328 330 333 333 334 335 336 341
342 344 345 346 349 352 352 353 353 354
355 355 358 358 359 361 364 366 368 368
371 374 376 378 379 381 386 389 392 394
397 401 402 410 419 434 443 453 458 489

Tabelle 37.5a): Stichprobenwerte aus Beispiel ES
sortiert

0 1O Ul Wi~ O

Dann ergeben sich folgende Klassenmitten und zugehorige Haufigkeiten:

Héaufigkeit 1 4 6 9 10 19 17 11 7 2 3 0 1
Klassenmitte | 200 225 250 275 300 325 350 375 400 425 450 475 500

Tabelle 37.5b): Haufigkeitsverteilung nach Klassenbildung zu Beispiel ES

Dann ergibt sich:

Mittelwert my, = 331 Varianz o} = 3252
Standardabweichung o, = 57. Diese Werte
sind etwa gleich den Werten der einzelnen 90
Stichprobenwerte.

Aufgabe 37.5b) (Beispiel ES)
Klasseneinteilung.
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y
1.1
r 0.
r 0.8
Aufgabe 37.6 L0.7
) :
37.6a) Zeichnen Sie die Kurve f(z) =e™* . log
37.6b) Zeichnen Sie die Normalverteilungs- s
kurve fiir das Beispiel 37.4. 0'4
37.6¢c) Zeichnen Sie die Normalverteilungs- '
kurve fiir das Beispiel ES. 03
0.2
Lésung von Aufgabe 37.6 Lo
i X
2 0.5 1
r-0.1
0.2

Aufgabe 37.6a):
Kurve f(z) = e .

Losung zu Aufgabe 37.6b)
Wir teilen hier in Klassen der Breite ES auf:

Aufgabe 37.6b) (Beispiel 37.4)

Klasseneinteilung
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Aufgabe 37.6b) (Beispiel 37.4)
Klasseneinteilung mit Normalverteilung

Der Flacheninhalt unter der Normalverteilungskurve ist normiert und betrégt 1.

Daher wurde in dem Bild 37.6b) der Flicheninhalt unserer Dichtefunktion (F' = 2 -7) mit

dem Flécheninhalt unter der Normalverteilungskurve gleichgesetzt, d.h. die Funktion f der

14 z—p )2
Normalverteilung mit 14 iiberhoht: f(z) = ——— - ¢ (*z*)" Bei dieser Darstellung von
o-V2-m

Beispiel 37.4 fallt auf, dass der Mittelwert in einer Klasse liegt, in der kein Stichprobenwert lag!

Aufgabe 37.6¢): (Beispiel ES)

Klasseneinteilung mit Normalverteilung

In dem Bild 37.6¢) wurde der Flacheninhalt unserer Dichtefunktion (F' = 25 -90) mit dem

Flacheninhalt unter der Normalverteilungskurve gleichgesetzt, d.h. die Funktion f der Nor-

2250 1 T— 2
malverteilung mit 2250 iiberhoht: f(z) = ——— - e (55")

o-\V2-1
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37.3 energetische Normalverteilung

energetische Verteilung
Hier soll z.B. die Verteilung von Lirmpegeln untersucht werden.
Es soll auf der x-Achse
bei x = 2 der Pegelwert L = 60dB(A)
angegeben sein. Dazu wird eine Abbildung f gesucht mit f : { IRL+ : fI(RL”; .

Die Summe zweier Pegel Ly und Lo ist definiert durch

Li® Ly :=10- loglo (10L1’0'1 + 10L2-0.1) (1)

Dieser (energetischen) Summe von L und Ls soll auf der x—Achse die (lineare) Summe x; + x5
zugeordnet werden, also f(Ly @ L) = f(L1) + f(L2).

Aufgabe 37.7

Zeigen Sie, dass fiir jedes a € IR, die Abbildung f, { ? : 5 100-1L folgende Eigenschaft

hat:

fa(Ll@L2):fa (L1)+fa (LQ) (2)

wobei L1 @ Lo wie in definiert ist.

Lésung von Aufgabe 37.7
Es ist
FulLy & Ly) = £, (10 logyq [100.1-L1 + 100.1-L2]) — - 1001 (10-1og;o[100 1 F1 41001 L2 ] )

—q- 1010g10[100.1-L1+10041AL2} . [100.1~L1 " 100.1,]:2}
= - 107 100 = f (L) 4 fa (L)

Aufgabe 37.8
Bestimmen Sie die Zahl a € IR* so, dass fiir die Abbildung f, gilt f,(60) = 2. Berechnen Sie
dann f,(80) und zeigen Sie, dass fiir L; = 60 und L, = 80 die Eigenschaft erfiillt ist.

Lésung von Aufgabe 37.8
Nach Aufgabe 37.7 ist a so zu bestimmen, dass gilt 2 = f,(60) = a - 10°1% = ¢ - 10°, also

a=2-10"°

Fiir diesen Wert von a ist f,(80) =2-107%-10% = 2- 10 = 200,
und fiir die Summe S = 60 & 80 = 10 - log;, (10° + 10%) ~ 80.043 ist
fa(S) =2-1075.10%09% = 2. 102093 ~ 202.

Andererseits ist f,(60) + f,(80) = 2+ 200 = 202.

Also ist die Eigenschaft (2) erfiillt.
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Aufgabe 37.9
Der Mittelwert M (Ly, Ly) zweier Schallpegel Ly und Lo ist definiert durch

1
M(Ly, Ly) := 10 - log,, (5 - [10R10t 4 10L2'0-1}) (3)

Berechnen Sie M (60,80) und den x—Wert f, (M (L1, Ls)) und zeigen Sie, dass f, (M (L, Ls))
Mittelpunkt von f, (L1) und f, (Ls) ist.

Lésung von Aufgabe 37.9

Nach (3]) ist M(60,80) ~ 77.033dB(A) und daher ist

fa (M (Ly, Ly)) = f,(77.033) =2-107%- 107" ~ 2. 50.5 = 101.

fa (M(Ly, Ls)) = 101 ist Mittelpunkt von f, (L) = 2 und f, (L2) = 200.

Wabhrscheinlichkeiten normalverteilter Zufallsvariablen

Die beobachteten Werte einer normalverteilten Zufallsvariablen mit dem Mittelwert p und
der Standardabweichung o verteilen sich (bei einer grofien Zahl von Versuchen) ungeféhr
folgendermafien:

- Im Intervall [ — o, u + o] liegen 68 % aller beobachteter Werte

- Im Intervall [u — 2 -0, u+ 2 - o] liegen 95.5 % aller beobachteter Werte

- Im Intervall [x — 30, u+ 3 - o] liegen 99.7 % aller beobachteter Werte
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37.4 test auf Normalverteilung

x2-Test

Mit dem x2-Test wird die Hypothese getestet, dass F(x) die Verteilungsfunktion der Grund-
gesamtheit ist, der die Stichprobe z1, x2, ..., x,, entnommen ist.

1. Man ,schétze” den Mittelwert i und die Standardabweichung ¢ aus den Messwerten:

=1

2. Man unterteile die x-Achse in K Intervalle Iy, Io, ..., I, und zwar derart, dass jedes
Intervall mindestens 5 Werte der gegebenen Stichprobe enthélt.
Fiir jedes Intervall I; bestimme b; die Anzahl der Stichprobenwerte, die in I; liegen. (Ein
Wert, der auf eine Intervallgrenze féllt, wird je zur Hilfte in den beiden angrenzenden
Intervallen gezihlt.)

3. Aus F(zx) berechne man fiir jedes Intervall I; die Wahrscheinlichkeit p;, mit der die
betreffende Zufallsvariable X irgendeinen Wert aus I; annimmt. Daraus berechne man
die Anzahl

ej ="n-pj
der theoretisch in I; zu erwartenden Stichprobenwerte.
4. Man berechne die Abweichung
K
(b; —ej)?
Xo=> —— (4)

o
j=1 J

5. Man wihle eine Signifikanzzahl «, z.B. a = 5 %.
6. Man bestimme die Losung ¢ der Gleichung
Px*<c¢)=1-a

aus der Tafel der x2-Verteilung mit K Freiheitsgraden (K=Anzahl der Intervalle).
Ist X% < ¢, so wird die Hypothese angenommen.
Ist x3 > ¢, so wird die Hypothese verworfen.

Aufgabe 37.10

Bei einer Vorbeifahrgeschwindigkeit von 100 km/h seien die Vorbeifahrpegel einer Lokomotive
und 18 Giiterziigen gemessen worden (die Angabe ,,Anz* gibt die Anzahl der einzelnen Wagen
(Lok und Giiterwagen) an):

Bez. Nr | Pegel | Anz || Bez. Nr | Pegel | Anz || Bez. Nr | Pegel | Anz
Lok 1| 789 1

Kessel 2| 81.3 6 || gemischt | 8 | &86.6 37 || Container | 14 | 88.7 13
Rungen 3| 84.6 | 20 || Tank 9| 87.0 26 || gemischt | 15| 89.4 | 27
gemischt | 4| 85.6 16 || Flach 10| 87.5 19 || gemischt 16 | 90.1 23
gemischt | 5| 85.9 23 || gemischt | 11 | 87.8 17 || Schotter 171 904 36
gemischt | 6 | 86.1 18 || Kessel 12| 88.1 23 || gedeckt 18| 91.0 32
gemischt | 7| 86.1 33 || gemischt | 13 | 88.4 25 || gedeckt 19| 92.1 28

Tabelle 120.1: Beispiel 3
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37.10a) Wihlen Sie a aus Aufgabe 37.7 so, dass gilt f,(78) = 2.

37.10b) ,,Schétzen“ Sie unter der Annahme einer (energetischen) Normalverteilung der Pegel aus
Beispiel 3 den Mittelwert x4 und die Standardabweichung o dieses Giiterzuges.

37.10c) Zeichnen Sie die Normalverteilungskurve fiir diese Verteilung mit zwei Mafstdben auf
der x-Achse.

37.10d) Bei einer Normalverteilung liegen 68 % der Messwerte innerhalb des Intervalls [u — o, pu + o].
Bestimmen Sie diese Grenzen und untersuchen Sie, ob 68 % der Messwerte in diesem In-
tervall liegen.

37.10e) Testen Sie die Hypothese, dass die Stichprobe aus Beispiel 3 einer normalverteilten
Grundgesamtheit entstammt.

Losung von Aufgabe 37.10 a)
Es soll gelten f,(78) = 2, also muss gelten 2 = a * 10™® oder

a=3.169785- 1078

Dann ergeben sich folgende Koordinaten

Pegel | x—Wert || Pegel | x—Wert || Pegel | x—Wert
78.0 2.0 80.0 3.2 82.0 5.0
84.0 8.0 86.0 12.6 88.0 20.0
90.0 31.7 92.0 50.2 94.0 79.6

Tabelle 37.10.2: Beispiel 3

Ferner ergibt sich fiir die Lage der Messwerte im energetischen Koordinatensystem:

Pegel | = | Anz Pegel | = | Anz Pegel | x | Anz
il p(d) | x| a(@) || i p@) | x | a(@) | | pG) | x | a(i)
1] 789 | 25 1
2| 813 | 4.3 6| 8| 8.6 |145| 37| 14| 8.7 | 235 | 13
3| 846 | 9.1 20 9| 870 | 159 | 26| 15| 89.4 | 276 | 27
4| 85.6 | 11.5 16 || 10 | 87.5 | 17.8 19 ]| 16 | 90.1 | 324 23
5| 859 [ 123 23| 11| 87.8 | 19.1| 17| 17| 90.4 | 34.8 | 36
6| 8.1 |129| 18| 12| 8.1 [20.5| 23| 18| 91.0 | 399 | 32
7| 8.1 | 12.9 33 (| 13| 88.4 | 21.9 25119 | 92.1 | 514 28

Tabelle 37.10.3: Beispiel 3

L6sung von Aufgabe 37.10b)
Wir wollen untersuchen, ob diese Messwerte zu einer Normalverteilung gehoren.

ohne Beriicksichtigung der Wagenzahl

Dazu ,schétzen“ wir den Mittelwert und die Standardabweichung. Zu dem (geschétzten, d.h.

unter der Annahme einer Normalverteilung bestimmten) energetischen Mittelwert:

19
1 )
fie = 10 - logy, (E ) 10‘“'?’(2)) = 88.055 dB(A)
=1

Dazu gehort der x-Wert fi, = fo(fte) = 20.3.

Nun kann arithmetisch gerechnet werden: Zu dem Mittelwert fi, = 20.3 ergibt sich die (arith-

metische) Varianz

19
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Wir schétzen daher, dass unsere Stichprobe einer Normalverteilung mit der Wahrscheinlich-
keitsdichte

f(m) = ; . 67%'(%)2 1 e_%.(xﬁols)?

5o V27 T 121-v2.1

entstammt.

L6sung von Aufgabe 37.10c¢)

Hiufigkeit

Pegel in dB(A)

e
L izizzizz—=—-1 |
78 42 84 ‘ 86 ‘ 8 | |90

N

ol

Aufgabe 37.10 ¢): Giiterzug-Normalverteilungskurve
(ohne Beriicksichtigung der Wagenanzahl)

Lésung von Aufgabe 37.10d)
Dann sollten sich 68 % der Messwerte im Intervall

[[La — 04 fla + 5-a} = [827 323]
befinden!.

In dieses Intervall fallen die Ziige ¢ = 3 bis ¢ = 15, also 13 von 19 Ziigen. - Das sind genau
68 %.

Aber damit ist noch nicht gezeigt, dass wir hier eine Normalverteilung vorliegen haben; dazu
ist erst der x?—Test erforderlich.

mit Beriicksichtigung der Wagenzahl
L6sung von Aufgabe 37.10b)
Dann ergibt sich

19

1 .
fie = 10 - logy, <% Y ali) - 100-1'1“(’)) — 85.6dB(A)

=1

Dazu gehort der x-Wert fi, = fo(fie) = 11.5.
Nun kann arithmetisch gerechnet werden: Zu dem Mittelwert [, = 11.5 ergibt sich die (arith-
metische) Varianz

19
1
~2 . o~ 2
%—%';1 a(t) - (z; — [la)” = 224

und damit die Standardabweichung
0, = 14.950

und damit das folgende Bild:
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Lésung von Aufgabe 37.10c¢)

Hiufigkeit

Pegel in dB(A)

Aufgabe 37.10: Giiterzug, geschitzter Mittelwert i, = 85.6 dB(A)
mit Klasseneinteilung

L6sung von Aufgabe 37.10d)
Dann sollten sich 68 % der Messwerte im Intervall

[fla — Fa y fla + G4 = [—3.466 , 26.434]
befinden!.

In dieses Intervall fallen die Ziige ¢ = 0 bis ¢« = 14, und dazu zéhlen 277 Wagen von 423 Wagen.
- Das sind 65 %.

Lésung von Aufgabe 37.10e€)

Wir verwenden nun die ,, Gebrauchsanweisung* fiir den y2-Test.

1. Wir haben bereits den Mittelwert fi, = 11.5 und die Standardabweichung ¢, = 14.950 aus
den Messwerten abgeschétzt.

2. Hier soll eine Aufteilung in Klassen erfolgen:

Bez. Nr | Pegel | Anz || Bez. Nr | Pegel | Anz || Bez. Nr | Pegel | Anz
Lok 1| 789 1

Kessel 2| 81.3 6 || gemischt | 8 | &86.6 37 || Container | 14 | 88.7 13
Rungen 3| 84.6 | 20 || Tank 9| 87.0 26 || gemischt | 15| 89.4 | 27
gemischt | 4| 85.6 16 || Flach 10| 87.5 19 || gemischt 16 | 90.1 23
gemischt | 5| 85.9 23 || gemischt | 11 | 87.8 17 || Schotter 171 904 36
gemischt | 6 | 86.1 18 || Kessel 12| 88.1 23 || gedeckt 18| 91.0 32
gemischt | 7| 86.1 33 || gemischt | 13 | 88.4 25 || gedeckt 19| 92.1 28

Tabelle 37.10.4: Beispiel 3, Aufteilung in Klassen gleicher (linearer) Breite

Klasse Pegel Anz || Klasse Pegel Anz
J | z-Werte | dB(A)-Werte b; J | z-Werte | dB(A)-Werte b;

1] 0..5 0...820 7 625..30| 89.0...89.8 27

2|1 5..10 | 82.0...85.0 20 7130..35 | 89.8...90.4 59
3110...15 | 85.0... 86.8 127 8135...40 | 904 ... 91.0 32
4115...20| 86.8...88.0 85 9140 ...45 | 91.0...91.5 0
5120 ...25 | 88.0...89.0 38 10 | 45 ...50 | 91.5 ... 92.0 0

11 {50 ...55 | 92.0...92.4 28

Tabelle 37.10.5: Beispiel 3, Klasseneinteilung

Damit ergeben sich dann folgende Darstellungen:
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Hiaufigkeit

Aufgabe 37.10: Giiterzug, geschitzter Mittelwert fi. = 88.055 dB(A)
mit Klasseneinteilung, ohne Beriicksichtigung der Wagenzahl

und

Hiaufigkeit

Pegelin dB(A)

o 10 0 30 40 50

Aufgabe 37.10: Giiterzug, geschitzter Mittelwert fi, = 88.055 dB(A)
mit Klasseneinteilung, mit Beriicksichtigung der Wagenzahl

Bei diesem Bild ,,sieht“ man, dass der Mittelwert der Normalverteilungskurve als ,, gewichtetes®
Mittel geschétzt werden sollte (unteres Bild).

Fiir jedes Intervall [; ist die Anzahl b; der Stichprobenwerte, die in [; liegen, in der Tabelle
37.10.5 bestimmt.

3. Wir betrachten nun die arithmetischen Werte, also i, = 11.484 und o, = 14.950, und
untersuchen die Funktion

x— 11.484 1
Flz)=o (2% it ®(z) = et
(%) ( 14.950 > mit - $(z) = o= /_ooe s

Die Klassengrenzen konnen aus der Tabelle 37.10.5 abgelesen werden.
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Es ergibt sich damit:

Fiir x = —oo bis zur ersten Klassengrenze (x = 5) kann nach der Normalverteilungs-Tafel 3a
(siehe Anhang) der Anteil p; der Messwerte bestimmt werden, der bei einer Normalverteilung
in dem Gebiet vor dieser Grenze liegt:
—fla _ x®—11.484
5,  14.959

Oq
. 5— 11.484 '
Es ist u = 1950 —0.43 und damit ®(u) = 0.3336,

bei 423 Wagen wiren bei Normalverteilung daher e; = 423 - 0.3336 = 141 Wagen leiser als
82dB(A).

. .o x
Dazu ist fiir u =

die Zahl ®(u) der Tabelle zu entnehmen:

10 —11.484
Fiir x = —o0 bis zur zweiten Klassengrenze (z = 10) ist u = —————— = —0.10 und damit

14.959
®(u) = 0.4602,
bei 423 Wagen wiren bei Normalverteilung daher 423 - 0.4602 = 195 Wagen leiser als 85 dB(A),
d.h. eg =195 —e; =195 — 141 = 54.

15 —11.484
Fiir £ = —oo bis zur dritten Klassengrenze (x = 15) ist u = ——————— = 0.24 und damit

®(u) = 0.5948, bei 423 Wagen wiren bei Normalverteilung daher 423" 0.5958 = 252 Wagen
leiser als 86.8 dB(A), d.h. e3 = 252 — 195 = 57.

20 —11.484
Fiir x = —o0 bis zur 4. Klassengrenze (z = 20) ist u = ——————— = 0.57 und damit ®(u) =

0.7157, bei 423 Wagen wiiren bei Normalverteilung daher 423 - 0.7157 = 303 Wagen leiser als
88dB(A), d.h. eq = 303 — 252 = 51.

25 —11.484
Fiir z = —oo bis zur 5. Klassengrenze (x = 25) ist u = —1i080  — 0.90 und damit ®(u) =

0.8159, bei 423 Wagen wiren bei Normalverteilung daher 423 - 0.8159 = 345 Wagen leiser als
89dB(A), d.h. e5 = 345 — 303 = 42.

30 —11.484
Fiir £ = —o0o bis zur 6. Klassengrenze (x = 30) ist u = ~—iom - 1.24 und damit ®(u) =

0.8925, bei 423 Wagen wiiren bei Normalverteilung daher 423 - 0.8925 = 377 Wagen leiser als
89.8dB(A), d.h. eg = 377 — 345 = 32.

35 —11.484
Fiir z = —oo bis zur 7. Klassengrenze (x = 35) ist u = im0 — 1.57 und damit ®(u) =

0.9418, bei 423 Wagen wiren bei Normalverteilung daher 423 - 0.5958 = 398 Wagen leiser als
90.4dB(A), d.h. e; = 398 — 377 = 21.

40 — 11.484
Fiir x = —oo bis zur 8. Klassengrenze (x = 40) ist u = —————— = 1.91 und damit ®(u) =

0.9719, bei 423 Wagen wiiren bei Normalverteilung daher 423 - 0.9719 = 411 Wagen leiser als
91.0dB(A), d.h. eg =411 — 398 = 13.

45 —11.484
Fiir z = —oo bis zur 9. Klassengrenze (r = 45) ist u = —————— = 2.24 und damit ®(u) =

.959
0.9875, bei 423 Wagen wéren bei Normalverteilung daher 423 - 0.9875 = 418 Wagen leiser als
91.5dB(A), d.h. eg =418 — 411 =T7.

50 — 11.484
Fir # = —oo bis zur 10. Klassengrenze (x = 50) ist v = —————— = 2.58 und damit

®(u) = 0.9951, bei 423 Wagen wiren bei Normalverteilung daher 423 - 0.9951 = 421 Wagen
leiser als 92.0dB(A), d.h. ejp = 421 — 418 = 3.

—11.484
Fir ¢ = —oo bis zur 11. Klassengrenze (z = 55) ist u = % = 2.91 und damit

®(u) = 0.9982, bei 423 Wagen wiren bei Normalverteilung daher 423 - 0.9982 = 422 Wagen
leiser als 92.0dB(A), d.h. e;; = 422 — 421 = 1.
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4. Nun berechnen wir die Abweichungen yj = Z Aj =
j=1
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J

j=1
Klasse | = p| bj| e | A Klasse | z plbj|e | A
1] 51820 7| 141 | 127 630|898 |27 |32 1
211018.0| 20| 54| 21 71351904 59|21 69
3115|868 |127 | 57| 86 8140 (910 32| 13| 28
4120|8.0| 8 | 51| 23 9145|915 0| 7 7
5125 |89.0| 38| 42 0 10 [ 50 1 92.0| 0| 3 3

11 [ 551924 28| 1729

Damit ist

4. Wir wihlen a = 5%.

Xg = 1094

Tabelle 37.10.6: Beispiel 3, y?—Test

37019

b: — e.)?
Z M in der folgenden Tabelle
e

5. In unserem Falle haben wir X = 11 Klassen. Daher haben wir ein ¢ zu bestimmen mit

P(x? <¢) =0.95 bei K — 1 = 10 Freiheitsgraden. Nach Tabelle ich dann ¢ = 18.31.

Wenn nun x2 < ¢ ist, dann nehmen wir an, dass es sich hier um eine Normalverteilung handelt.

Es ist aber x3 = 1094 > ¢ = 18.31. Folglich entstammt diese Verteilung keiner Normalvertei-

lung.
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37.5 beliebige Verteilung

Aufgabe 37.11:

Schienenschleifen:

Es gibt in Deutschland nur ein Messgerit, mit dem ein ,,akustisches“ Schienenschleifen beur-
teilt wird: das ist ein Schallmesswagen, der der DB gehort.

Dieser Schallmesswagen ist so eingestellt, dass er den Aussenpegel berechnet, indem er den
zwischen seinen Réddern ermittelten Pegel auswertet. Der Wagen selbst ist ein IC-Wagen, des-
sen Réder sehr sorgfiltig rundgeschliffen wurden. Also wird durch den Schallmesswagen (unter
der Annahme einer hinreichend geneuen Korrelation) der Vorbeifahrpegel eines IC-Wagens zu
dem iiberfahrenen Gleis bestimmt.

In Deutschland sollte der Schienenzustand eigentlich iiberall ,, durchschnittlich gut® sein; zur
Zeit wird versucht zu begriinden, dass der Mittelwert aller Schienenzusténde in Deutschland
,durchschnittlich gut® ist.

Dieser Zustand kann (bisher) nur mit dem Schallmesswagen gepriift werden; also wird durch
den Schallmesswagen der (auf IC-Wagen bezogenen) Grundwert bestimmt.

aus Schall 03:
. Beschreibung der Anderungen gegeniiber der Fassung 1976
Einfiihrung des Begriffs , Grundwert” mit dem Zahlenwert 51. Er ist der auf 1 Stunde bezogene
Mittelungspegel eines Zuges in 25 m seitlicher Entfernung, 3,5 m iiber Grund in ebenem Geldnde.
Dieser Zug hat eine Lange von 100 m, fahrt 100 km/h und besteht zu 100% aus Fahrzeugen,
die mit Scheibenbremsen ausgeriistet sind. Vorausgesetzt wird ferner ein durchschnittlich guter

Schienenzustand.
Summenhaufigkeit der Rad/Schiene-Grundwerte,

Da in Deutschland die Bahn fiir die Pfle-
ge der Schienen verantwortlich ist, kann RTINS s s 56
es nicht sinnvoll sein, dass dieser Wagen
der Bahn gehort und nicht einer Aufsichts- i i T

behorde (z.B. TUV oder EBA). T g —

Emissionswerte von Rédern streuen natiirli- =
cherweise so stark, dass es keine verniinftigen - — -
Tabellen gibt und geben kann; ich schicke ITh- P
nen nebenstehende Graphik, die Thnen fiir 1, 108

0.5 s

Giiterziige die Streubreite der (aus gemes- = 015 iy 34
senen Vorbeifahrpegeln berechnete) Grund- ' - 128,17
werte an vielen verschiedenen Orten aufzeigt: i =
An jedem der Orte kann davon ausgegengen 0z il
werden, dass sich der Schienenzustand nicht R o e
danderte. Also beschreibt jeweils die Léange i
der roten Linie die Streuung der ,,Qualitat* Datenbank: AG Qualitdt " Rad/Schicne-Grundwerte (in dB)

der Rader.

Aus dieser Graphik ist erkennbar, dass die Schienenzustdnde nicht normalverteilt sind, d.h.
es ist nicht sinnvoll, etwa das arithmetische oder energetische Mittel zu wéahlen. Daher wurde
hier entschieden, anstelle eines Mittelwertes einen

95%-Rad/Schiene-Grundwert

anzugeben:
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Der 95%-Rad/Schiene-Grundwert beschreibt fiir eine Fahrzeugart den auf 1 Stunde
bezogenen Mittelungspegel, der an 95% aller bisher untersuchten Messstellen von 95%

aller Fahrzeuge dieser Art unterschritten wird.

Der 95%-Rad/Schiene-Grundwert betragt fiir Giiterwagen 57 dB(A).

37.6 Ziegenproblem
Das Problem (nach WIKIPEDIA)

Bei einer Spielshow soll der Kandidat eines von drei aufgebauten Toren auswéhlen. Hinter
einem verbirgt sich der Gewinn, ein Auto, hinter den anderen beiden jeweils eine Ziege, also
Nieten (oder Trostpreise). Folgender Spielablauf ist immer gleich und den Kandidaten vorab

bekannt:

1. Der Kandidat wéhlt ein Tor aus, welches aber vorerst verschlossen bleibt.

2. Darauthin 6ffnet der Moderator, der die Position des Gewinns kennt, eines der beiden
nicht vom Kandidaten ausgewéhlten Tore, und zwar eines, hinter dem sich eine Ziege
befindet. Im Spiel befinden sich also noch ein Gewinn und eine Niete.

3. Der Moderator bietet dem Kandidaten an, seine Entscheidung zu iiberdenken und das

andere Tor zu wahlen.

Wie soll der Kandidat sich entscheiden, um seine Gewinnchance zu maximieren?

Bei einer ,,Immer-Wechsel “-Strategie zeigen sich drei Félle, anhand der drei vom Kandidaten

gewahlten Tiiren:

Ergebnis bei Wechsel
der ersten Wahl

Auto hinter Tor C | Der Kandidat wahlt vorerst A,
die Ziege B wird ihm gezeigt

Auto / Ziege

Auto hinter Tor C | Der Kandidat wahlt vorerst B,
die Ziege A wird ihm gezeigt

Auto / Ziege

Der Kandidat wéhlt vorerst C,
die Ziege A (oder B) wird ihm
gezeigt

Auto hinter Tor C

Auto / Ziege

Fazit: Der Kandidat gewinnt das Auto in ........

seine erste Wahl andert.

........ von drei Féllen, wenn er
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Ergebnis bei Wechsel
der ersten Wahl

Auto hinter Tor C | Der Kandidat wéhlt vorerst A, | durch einen Wechsel

die Ziege B wird ihm gezeigt (von A auf C) gewinnt er.
Auto hinter Tor C Der Kandidat wahlt vorerst B, | durch einen Wechsel
die Ziege A wird ihm gezeigt (von B auf C) gewinnt er.

Der Kandidat wéhlt vorerst C, | durch einen Wechsel
die Ziege A (oder B) wird ihm | (von C auf B bzw. auf A)
gezeigt verliert er.

Auto hinter Tor C

Fazit: Er gewinnt in zwei von drei Féllen durch einen Wechsel.
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