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4 trigonometrische Funktionen

Aufgabe 4.1: Zeichnen Sie die folgenden Kurven:

4.1a): y = sin(x), y = sin(2 � x) und y = sin(
1

2
� x) f�ur 0 < x < 2 � �

4.1b): y = cos(x), y = 2 � cos(x) und y =
1

2
� cos(x) f�ur 0 < x < 2 � �

4.1c): y = tan(x), y = tan
�
x+

�

6

�
und y = tan

�
1

2
� x+ �

6

�
f�ur 0 < x < 2 � �

4.1d): y = cot(x), y = cot
�
3 � x� �

2

�
und y =

1

4
� cot (2 � x) f�ur 0 < x < 2 � �

4.1e): y = sin (x) f�ur �� < x < 3 � � und y = arcsin(x)

4.1f): y = cos (2 � x) f�ur �� < x < 3 � � und y =
1

2
� arccos(x)

L�osung 4.1

Aufgabe 4.1a)
y = sin(x) (ausgezogen)
y = sin(2 � x) (gestrichelt)
y = sin(

1

2
� x) (gepunktet)

Aufgabe 4.1b)
y = cos(x) (ausgezogen)
y = 2 � cos(x) (gestrichelt)
y =

1

2
� cos(x) (gepunktet)
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Aufgabe 4.1c)
y = tan(x) (ausgezogen)

y = tan
�
x+

�

6

�
(gestrichelt)

y = tan

�
1

2
� x+ �

6

�
(gepunktet)

Aufgabe 4.1d)
y = cot(x) (ausgezogen)

y = cot
�
3 � x� �

2

�
(gestrichelt)

y =
1

4
� cot (2 � x) (gepunktet)

Aufgabe 4.1e)
y = sin (x) (ausgezogen)
y = arcsin(x) (gestrichelt)

Aufgabe 4.1f)
y = cos (2 � x) (ausgezogen)
y =

1

2
� arccos(x) (gestrichelt)
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Aufgabe 4.2: �Uberlagerung von Schwingungen

Bestimmen und zeichnen Sie die �Uberlagerung der beiden Schwingungen

y1(x) = 2 � sin
�
2 � x+ 2

3
� �
�

und y2(x) = �3 � cos
�
2 � x� 5

6
� �
�

indem Sie eine reelle Zahl A > 0 und einen Winkel ' (0 � ' < 2 � �) bestimmen mit

A � sin(2 � x+ ') = y1(x) + y2(x)

L�osung 4.2

Nach den Additionstheoremen (F+H, F1) ist f�ur � = 2 � x und f�ur � = 2
3
� �

y1(x) = 2 � sin
�
2 � x+ 2

3
� �
�
= 2 � sin(2 � x) � cos

�
2

3
� �
�
+ 2 � cos(2 � x) � sin

�
2

3
� �
�

Wegen cos
�
2
3
� �� = �1

2
und sin

�
2
3
� �� = 1

2
� p3 ist dann

y1(x) = � sin (2 � x) +
p
3 � cos (2 � x) (1)

Entsprechend ist f�ur � = 2 � x und f�ur � = �5
6
� �

y2(x) = �3 � cos
�
2 � x� 5

6
� �
�
= �3 � cos(2 � x) � cos

�
5

6
� �
�
+

�
�3 � sin(2 � x) � sin

�
5

6
� �
��

Wegen cos
�
5
6
� �� = �1

2
� p3 und sin

�
5
6
� �� = 1

2
ist dann

y2(x) =
3

2
�
p
3 � cos (2 � x)� 3

2
� sin (2 � x) (2)

Damit folgt aus (1) und (2)

y1(x) + y2(x) = �5

2
� sin(2 � x) + 5

2
�
p
3 � cos (2 � x) (3)
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Andererseits ist nach den Additionstheoremen

A � sin(2 � x+ ') = A � sin(2 � x) � cos(') + A � cos(2 � x) � sin(')

Koe�zientenvergleich liefert

A � cos(') = �5

2
und A � sin(') = 5

2
�
p
3 (4)

Bestimmung von A:
Es ist nach dem Pythagoras der Winkelfunktionen

A2 = A2 � �sin2(') + cos2(')
�
= (A � sin('))2 + (A � cos('))2 = 25

4
+

75

4
= 25 ) A = �5

Hier wird ohne Beschr�ankung der Allgemeinheit gew�ahlt: A = 5. Bestimmung von ':
Wegen A = 5 ist nun nach (4)

5 � cos(') = �5

2
und 5 � sin(') = 5

2
�
p
3 oder sin(') =

1

2
�
p
3 und cos(') = �1

2
(5)

Folglich muss f�ur ' damit auch

tan(') =
sin(')

cos(')
=
�1

2
� p3
1
2

= �
p
3

erf�ullt sein.
Also muss gelten ' = �1

3
� � � �.

Diese Bedingungen wird von (5) nur erf�ullt f�ur ' = 2
3
� � = 120�.

Aufgabe 4.2

y = 2 � sin
�
2 � x+ 2

3
� �
�

(gestrichelt)

y = �3 � cos
�
2 � x� 5

6
� �
�

(gepunktet)

y = A � sin(2 � x+ ') (ausgezogen) mit A = 5 und ' = 2
3
� �
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Aufgabe 4.3: (Generalsubstitution) (F+H 8.1)

4.3a): Untersuchen Sie, f�ur welche x 2 IR die folgende Substitution g�ultig ist

t := tan
�x
2

�
,

wenn f�ur diese folgende Eigenschaften gelten sollen:

sin(x) =
2 � t
1 + t2

, cos(x) =
1� t2

1 + t2
und dx =

2

1 + t2
dt

L�osung 4.3a)

Es ist

2 � t
1 + t2

t:=tan(x2 )
=

2 � tan �x
2

�
1 + tan2

�
x

2

� tan(~)= sin(~)
cos(~)

=
2 � sin(x2 )

cos(x2 )

1 +
sin2(x2 )
cos2(x2 )

=
2 � sin(x2 )

cos(x2 )
cos2(x2 )+sin2(x2 )

cos2(x2 )

sin2(~)+cos2(~)=1
=

2 � sin(x2 )
cos(x2 )
1

cos2(x2 )

=
2 � sin �x

2

� � cos2 �x
2

�
cos
�
x

2

� = 2 � sin
�x
2

�
� cos

�x
2

�

Additionstheorem
des Sinus

= sin(x)

Ferner ist

1� t2

1 + t2

t:=tan(x2 )
=

1� tan2
�
x

2

�
1 + tan2

�
x

2

� tan(~)= sin(~)
cos(~)

=
1� sin2(x2 )

cos2(x2 )

1 +
sin2(x2 )
cos2(x2 )

=

cos2(x2 )�sin2(x2 )
cos2(x2 )

cos2(x2 )+sin2(x2 )
cos2(x2 )

sin2(~)+cos2(~)=1
=

cos2(x2 )�sin2(x2 )
cos2(x2 )

1

cos2(x2 )

=

�
cos2

�
x

2

�� sin2
�
x

2

�� � cos2 �x
2

�
cos2

�
x

2

�

= cos2
�x
2

�
� sin2

�x
2

� Additionstheorem
des Cosinus

= cos(x)

Ausserdem gilt f�ur x mit x

2
= arctan

�
tan
�
x

2

��
arctan(t) = arctan

�
tan
�x
2

��
=

x

2

also x = 2 � arctan(t). Dann ist

dx

dt
=

d

dt
2 � arctan(t) F+H F4

= 2 � 1

1 + t2
f�ur x mit

x

2
= arctan

�
tan
�x
2

��
Also gilt diese Generalsubstitution nur f�ur diese x, d.h. f�ur �� < x � � (siehe Bild zu Aufgabe
4.3a)).
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Aufgabe 4.3b) Wenden Sie diese Erfahrung an auf die Berechnung vonZ
x=14

x=2

1

3 + cos(x)
dx

Erkenntnis: Bei der Stammfunktion ist die Konstante im allgemeinen abh�angig vom betrach-
teten Intervall.

L�osung 4.3b)Z
x=14

x=2

1

3 + cos(x)
dx

General-
substitution

=

Z
x=14

x=2

1

3 + 1�t2
1+t2

� 2

1 + t2
dt

=

Z
x=14

x=2

1 + t2

3 � (1 + t2) + (1� t2)
� 2

1 + t2
dt

=

Z
x=14

x=2

2

4 + 2 � t2dt =
Z

x=14

x=2

1

2 + t2
dt

F+H8:3
=

1p
2
�
�
arctan

�
tp
2

��x=14

x=2

=
1p
2
�
"
arctan

 
tan
�
x

2

�
p
2

!#x=14

x=2

=
1p
2
�
�
arctan

�
tan (7)p

2

�
� arctan

�
tan (1)p

2

��
� 0:2

Dieses Ergebnis ist falsch, wie an einer groben Absch�atzung des Fl�acheninhalts in untenste-
hender Abbildung abgelesen werden kann.

Aufgabe 4.3a)
y = arctan (tan(x)) (ausgezogen)

y = x (gestrichelt)
�Ubereinstimmung f�ur ��

2
< x � �

2

Aufgabe 4.3b)

y =
1

3 + cos(x)
f�ur 2 � x �= 14
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Im Intervall xmin = 2 � x � xmax = 14 betr�agt das absolute Minimum ymin der Funktion
y = 1

3+cos(x)
nach der Zeichung oder einer Extremwert-Berechnung ymin = 0:25:

Da eine notwendige Bedingung f�ur das Auftreten eines Extremums
dy

dx
= 0 ist, muss al-

so � sin(x)

(3 + cos(x))2
= 0 oder sin(x) = gelten, d.h. xextr = n � � f�ur n 2 ZZ. Es ist ymin =

1

3 + cos(2 � �) =
1

4
= 0:25 und ymax =

1

3 + cos(�)
=

1

2
= 0:50.

Damit ist FU = (xmax� xmin) � ymin = 12 � 0:25 = 3 eine untere Absch�atzung f�ur den Fl�achen-
inhalt.

Also muss

Z
x=14

x=2

1

3 + cos(x)
dx > 3 gelten.

Da ferner in diesem Intervall das absolute Maximum ymax der Funktion y = 1
3+cos(x)

nach

der Zeichung (oder einer Berechnung) ymax = 0:50 betr�agt, ist FO = (xmax � xmin) � ymax =
12 � 0:50 = 6 eine obere Absch�atzung f�ur den Fl�acheninhalt.

Also muss

Z
x=14

x=2

1

3 + cos(x)
dx < 6 gelten.

Nach 4.3a) hat die Funktion arctan im betrachteten Intervall 2 � x � 14 Sprungstellen bei
x = � und bei x = 3 � �. Es ist
lim
x!��

arctan
�
tan
�x
2

��
= ��

2
und lim

x!�+
arctan

�
tan
�x
2

��
=

�

2
,

da lim
~!1

arctan(~) = �

2
und lim

~!�1
arctan(~) = ��

2
ist.

Daher
"
springt\ die Funktion

1p
2
�arctan

�
tan
�x
2

��
an den Sprungstellen um den Betrag

�p
2

Die Stammfunktion lautet also:

F (x) :=

Z
1

3 + cos(x)
dx =

8>>>>>><
>>>>>>:

1p
2
� arctan

�
tan(x2 )p

2

�
f�ur � � < x � �

1p
2
�
�
arctan

�
tan(x2 )p

2

�
+ �

�
f�ur � < x � 3 � �

1p
2
�
�
arctan

�
tan(x2 )p

2

�
+ 2 � �

�
f�ur 3 � � < x � 5 � �

Damit ergibt sich

F (14) =
1p
2
�
"
arctan

 
tan
�
14
2

�
p
2

!
+ 2 � �

#
� 4:833

F (2) =
1p
2
�
"
arctan

 
tan
�
2
2

�
p
2

!#
� 0:589

und damit

Z
x=14

x=2

1

3 + cos(x)
dx = F (14)� F (2) � 4:244
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Aufgabe 4.3b)

Kurve
1

3 + cos(x)
(ausgezogen)

mit Stammfunktion (gepunktet)

Aufgabe 4.4: (2. Tschebysche�-Polynom)

Zeigen Sie: F�ur �1 � x � 1 gilt cos (2 � arccos(x)) = 2 � x2 � 1

L�osung 4.4

Nach den Additionstheoremen (siehe
F+H, F1) gilt

cos(2 � �) = cos2(�)� sin2(�)

Daher ist hier mit � = arccos(x)

cos (2 � arccos(x)) = cos2 (arccos(x))� sin2 (arccos(x))

= 2 � cos2 (arccos(x))� 1

Nach De�nition von arccos
ist cos (arccos(x)) = x

f�ur �1 � x � 1 (siehe auch F+H, 3.3)
und damit

cos (2 � arccos(x)) = 2 � x2 � 1

Aufgabe 4.4
f(x) = cos (2 � arccos(x)) (ausgezogen)
g(x) = 2 � arccos(x) (gestrichelt)
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Aufgabe 4.5: Nullstellenbestimmung bei Winkelfunktionen

Bestimmen Sie alle L�osungen x der Gleichung
sin (2 � x) � cos (2 � x) = 1 mit x 2 [ 0 ; 2 � �).

L�osung zu Aufgabe 4.5:

Kurzer L�osungsweg: Nach den Additionstheoremen ist

sin(2 � x) � cos(2 � x) = 2 � sin(x) � cos(x)� �2 � cos2(x)� 1
�
= 2 � cos(x) � (sin(x)� cos(x)) + 1

also muss gelten
cos(x) � (sin(x)� cos(x)) = 0

d.h. entweder cos(x) = 0 [und damit x = �

2
� (2 � k + 1) f�ur k = 0; 1; 2; :::] oder sin(x) = cos(x)

[und damit x = �

4
� (4 � k + 1) f�ur k = 0; 1; 2; :::]. Im Intervall [0; 2 � �) liegen die L�osungen

x1 =
�

4
; x2 =

�

2
; x3 =

5 � �
4

; x4 =
3 � �
2

Anderer Weg Es werden zun�achst ein A und ein ' gesucht, so dass gilt

sin(2 � x)� cos(2 � x) = A � sin(2 � x� ') mit A > 0 und ' 2 [ 0; 2 � �) (6)

Wenn es A und ' mit dieser Eigenschaft gibt, dann lautet die Aufgabe A � sin(2 � x� ') = 1.

Also suchen wir A und ' mit der Eigenschaft (6). Da nach den Additionstheoremen gilt

sin(�� �) = sin(�) � cos(�)� cos(�) � sin(�)

muss mit � = 2 � x und � = ' gelten

1 = sin(2 � x)� cos(2 � x) = A � (sin(2 � x) � cos(')� cos(2 � x) � sin('))
= (A � cos(')) � sin(2 � x)� (A � sin(')) � cos(2 � x) (7)

Bestimmung von A:
F�ur A und ' m�ussen nach Gleichung (7) gelten

A � cos(') = 1 ; und A � sin(') = 1 (8)

Damit ist
A2 � cos2(') = 1 und A2 � sin2(') = 1

und folglich

A2 = A2 � �sin2(') + cos2(')
�
= A2 � sin2(') + A2 � cos2(') = 2

Daraus folgt wegen A > 0: A =
p
2 ;

Bestimmung von ':
Da A bekannt ist, gilt nach Gleichung (8) wegen ' 2 [ 0; 2 � �)

cos(') =
1

2
�
p
2 und sin(') =

1

2
�
p
2

Daraus folgt dann ' =
�

4
.
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Ergebnis:
Nach dem Ansatz (6) und (7) ist

1 = sin(2 � x)� cos(2 � x) =
p
2 � sin(2 � x� �

4
)

und damit

sin(2 � x� �

4
) =

1

2
�
p
2

Diese Bedingung gilt f�ur Winkel 2 � x mit

2 � x� �

4
=

�

4
+ k � 2 � � ; k 2 ZZ oder 2 � x� �

4
=

3 � �
4

+ k � 2 � � ; k 2 ZZ

Daher muss gelten

x =
�

4
+ k � � ; k 2 ZZ oder x =

�

2
+ k � � ; k 2 ZZ

Im Intervall [ 0; 2�) liegen die L�osungen x1 =
�

4
; x2 =

�

2
; x3 =

5 � �
4

; x4 =
3 � �
2

Aufgabe 4.5
y = sin(2 � x) (gestrichelt)

y = � cos(2 � x) (gepunktet)
y = sin(2 � x) � cos(2 � x) (ausgezogen)
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