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5 Differentialrechnung

Eine mathematisch ,richtige® Definition des Differentialquotienten einer Funktion F' an einer
Stelle z erfordert die Definition eines Grenzwertes (oder Limes), wihrend die Defintion des
bestimmten Integrals die Definition eines Grenzwertes einer Summenfunktion (oder einer Rei-
he) erfordert:

Es sei I ein offenes Intervall und zy € I. Eine Funktion f : I — IR heifit im Punkt xq

differenzierbar, wenn
. [(zo +h) — [(w0)
1 —
o) o= fimy =2

existiert. Dieser Grenzwert f'(xq) heifit Ableitung von f in xg.

Es sei y = f(z) eine auf einem Intervall [a, b] stetige Funktion und n die Anzahl gleichlanger

Teilintervalle [x;, x;,1] der Liange

-1
(mit 1 < n < n), dann besitzt f in jedem Teilintervall

sowohl ein absolutes Maximum M, als auch ein absolutes Minimum m;. Es gilt also stets
m; < f(x) < M; fir z € R mit x; <z < 244

b
Dann heifit / f(z)-dz das bestimmte Integral der Funktion f(x) von a bis b, wenn gilt

b - b—a

Diese Definition ist jedoch nicht notwendig, um differenzieren oder integrieren zu kénnen.

Wir fithren hier zunéchst einige Definitionen und Aufgaben zu Folgen und Reihen (nach REP
Seite 328ff) ein, um das Versténdnis fiir die Definitionen der Ableitung und des Integrals zu
erleichtern.

Folge
Allgemein ist eine Folge eine Menge von (reellen) Zahlen, die in einer definierten Reihenfolge
stehen.
Schreibweise: (a,,) := a1, aq, as, ...

Grenzwert einer Folge
Eine Zahl g heifit Grenzwerte der Folge (a,), wenn es zu jedem ¢ > 0 einen Index ng) gibt,
so dass fiir alle n > ng gilt: |g — a,] < e.

Ist ¢ Grenzwert der Folge (a,), so schreibt man: g =: lim a,
n—oo

) im allgemeinen héngt ng von e ab.

Konvergenz, Divergenz und Nullfolge
Eine Folge heifit konvergent, wenn sie einen Grenzwert besitzt, andernfalls heifit sie diver-
gent. Eine Folge, deren Grenzwert 0 ist, heifit Nullfolge
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Die Zahlenfolge

11
1273

kann auch in der Form )

(an) = n

beschrieben werden und sowohl durch Markierungen auf der xz-Achse als auch durch Punkte
in der x, y-Ebene dargestellt werden:
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Figur 5.1: Figur 5.2:
Folge a,, = % Folge a,, = %

Grenzwerte von Folgen

Bei Grenzwertbildung n — oo von Folgen mit rationalen Gliedern ist es meist sinnvoll,
zunéchst den héchsten Exponenten k& von n zu bestimmen und dann n* im Zihler und im
Nenner auszuklammern.

Aufgabe 5.1:

Berechnen Sie die ersten 4 Folgenglieder ag, a;, as und a3 der Folge
6-n°—5-n+4

2.0 +7-n24+3

und bestimmen Sie den Grenzwert lim a,,.
n—oo

Qp 1=

Lﬁsung zu Aufgabe 5.1: Es ist

a =3~ 1.33, 0= 3 ~ 042, 0y = 2 ~ 089, a3 = Bl ~ 1.26.

6-n2—5-n+4 66—+ 4
lim a, = lim "—
n—00 n—oo 213 +7- 7”L2—|—3 TLHOO 2—|— —i-
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2003

( lim,,_yo0(an £ b,) =a£b
lim, o0(ap - by) =a-b
lim, oo a, = a

limy, o by = b ) Mnoo (b_>:

a
b
CLb

limy, o0 (an)bn =

\

Rechenregeln fiir Grenzwerte

fiirb, £ 0, b 0

fira, >0,a>0
lim,,_, log, (a,) = log, (a) fire>1

1\" 1 ., 1
Ja — 1 <1+—> — e — . Vn! = —
n n

n
n n
Un — 1 (1+£) — €” a—'—>0
n n!
n n
vn! = oo (1—§) — e? LR
n n!

a” {a>1
— = 00,

ﬁ_}o{a<1

Folgende Grenzwerte von Folgen sollte man kennen

a
<>—>0,a>—1
n

k fest

k fest

Aufgabe 5.2 (Folgen und ihre Grenzwerte):

a) Bestimmen Sie die ersten 5 Folgen- Bestimmen Si; d71,f5 S}_rsnjvire?rf n®
i b) li i
glieder der Folge ) . sin 4 07 +4000-n )
241 . n5+8-n2+11—|—n6
(an) —= e4n2+1 C) 7115{)10 In ( 6 12000 -1 )
und den Grenzwert der Folge - falls er d) lim Vn'® e) lim 4- { 1
existiert. n—sco n!
Lésung 5.2a)
Es ist 5 on+1 3
fiir n = 1: n == =0.6, also a; = "% ~ 1.82
42- n? +11 55
fir n = 2: ntl 0 0.294, also ay = %2 ~ 1.34
42- n? +11 177
fiir n = 3: 42_‘:2111 = % A~ 0.189, also as = ™' ~ 1.21
. -n +
fiir n = 4: 42 e +11 = E% 0.138, also ay = **® = 1.15
fiir n = 5: ot —— = 0.109, also ay = ™% ~ 1.12

4241 101
Ferner ist nach den ,,Rechenregeln fiir Grenzwerte“

. 2ntl lim 2ntl
lim e4n?+1 = ¢ "7 22yl
n—od
und es ist . .
2-n+1 2.4 =5 0
lim —+: lim "—1"2:—7
also ist pit
lim exn?+1 = = ¢
n—oo
5 6
-n n+17+n
Lésung 5.2b): Es ist T Tnd o — 0.
4.-n" 44000 - n
5 2 6
n°+8-n"+11+n
Los 5.2c¢): Es ist
ung 5.2¢) n% + 2000 - n

Losung 5.2d): Es ist /n — 1. Lésung 5.2e): Es ist vV/n! — oco.
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Neben den Folgen gibt es Reihen, und fiir diese kann manchmal auch ein Grenzwert gefunden
werden. Meistens ist es jedoch nur méglich anzugeben, ob die Reihe {iberhaupt einen Grenz-
wert besitzt - ohne dass dieser genau angegeben werden kann.

Reihe

Zu einer Folge (a,) kann

1. eine endliche Reihe definiert werden durch ein Anfangsglied aj, und ein Endglied
a,. Dann heif§t

k=n
Zak = Qky + Opg+1 + -+ ay
k=ko
oo
die Partialsumme der Reihe Z ag.
k=ko

2. eine unendliche Reihe definiert werden durch die Bestimmung eines Anfangsgliedes
ak,- Dann heifit

k=00
Zak:ak0+ako+1+
k=ko
eine unendliche Rgihe.
=n
Wenn die Folge (Z ar) der Partialsummen konvergiert, dann heifit die Reihe kon-
k=ko
vergent.
endliche geometrische Reihe
Es ist
n qn+1 -1
L4+q+ @+ 4. +q" =) ¢F="— fiir ¢#1
qg—1
k=0
Aufgabe 5.3:

6
Berechnen Sie Z 2' durch direktes Nachrechnen sowie unter Verwendung der Formel fiir eine

1=
endliche geometrische Reihe.

Lésung 5.3

DGirekt:

Z2i:23+24+25+26:8+16+32+64:120

=3

Es ist

: 3 3 4 5 6 : 3 2 3 26+1_1 22+1_1 7 3

21 — 93 4 91 1 95 4 96 — 20 20 — - — (2" —1)— (22 -1
R
— 127 — 7 = 120.

oder (anderer Weg)
3

6
D=2 (1+2'+ 22427 =28 2 =27
1=3

1=0




Windelberg: Mathematik fiir Ingenieure, Kapitel 5 Stand: 18. August 2008 5005
Aufgabe 5.4 (Zinseszins)

Zur Grabpflege des verstorbenen Vaters sollen zwei Briider aus dem ererbten Geld fiir 20 Jahre
die Grabpflege durch eine Friedhofsgirtner zahlen. Da sie sich nicht einigen, soll eine hinrei-

chende Geldmenge h aus dem Erbe entnommen werden. Was ist eine hinreichende Menge?
Am 1.1.2005 befragen Sie den Friedhofsgirtner nach den heutigen Kosten fiir die Grabpflege
fiir dieses Jahr: Es sind f = 200 Euro.

Die beiden gehen davon aus, dass sich die Kosten in jedem Jahr um jeweils zy = 1% erhohen,
und sie wollen den Gértner jeweils am Ende eines Jahres das Geld zahlen.

Natiirlich werden sie die hinreichende Menge h des Geldes heute zur Bank tragen und es zu
einem festen Zinssatz z;, = 2% verzinsen.

Aber wie viel Geld sollen sie vor der Aufteilung des Erbes fiir die Grabpflege zur Bank brin-
gen?

Lésung 5.4
Es ist
Datum | Kapital Beispiel
1.1.2005 | ko 3577.52
1.1.2006 | ky = ko -1.02 — f 3448.48
1.1.2007 | ky = k; - 1.02 — f-1.01
= [ko-1.02— f]-1.02— f-1.01
= ko - 1.02% — f - (1.02 + 1.01) 3315.45
1.1.2008 | k3 = ko - 1.02 — f - 1.017
= [ko-1.02° — f-(1.024 1.01)] - 1.02 — f - 1.01?
= ko-1.02° — f - [1.02° + 1.02 - 1.01 + 1.017] 3177.74
1.1.2009 | ky = k3 -1.02 — f-1.013
= [ko-1.02° — f-(1.02° + 1.02 - 1.01 + 1.01*)] - 1.02 — f - 1.01°
=ko-1,02 — f-1.02°- |1+ <%> + (%)2 + (%)3] 3035.23
1.1.2010 | ks = ky-1.02 — f-1.01*
= [ko 1,02 — f-1.023- |1+ (%) + (%): (%)3” -1.02
—f-1.01%
= ko-1.02° — f-1.02* |14 101, (Ey + (EY + (ﬂﬂ 2887.82
1.02 1.02 1.02 1.02
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Datum | Kapital Beispiel
S /1.01)’
1.1.2011 | kg = ko - 1.025 — f-1.02° - - 2735.37
6 / ; (1.02)
Y7101’
1.1.202 =ky-1.02%20 — F.1.01" - S
025 | koo = ko - 1.0 f-1.0 jz% 1.02)
(13"~ 1
=ko-1.02% — f.1.02". i ; 0.00
1.02

Hier soll gelten kg = 0, d.h.

()" 1
0= ko 1.02% — f - 1.02% S0 —
Lol
1.01 1.01\*
und es sind 7o, &~ 0.9902 und (—1 02) ~ 0.8212 und  1.02" =~ 1.4568

1.02%°% ~ 1.4859,

also soll gelten

0.8212 — 1
0= ko -1.4859 — f-1.4568 - ~o=" — ~ _ k.. 1.4859 — f - 26.579
0.9902 — 1
oder 96.579
ko= f - oo ~= 35775

Kosten fiir Gartenpflege

0 <\.-

1000

Aufgabe 5.4

8 19 20
Jahre

2006

und



Windelberg: Mathematik fiir Ingenieure, Kapitel 5 Stand: 18. August 2008 5007

harmonische Reihe
1
Die ,harmonische Reihe Z — ist divergent, denn es ist
n
n=1
i1_ RS SR SR SR SRS SRS U SRS SRS SRS SRS SRS SIS SRS S
n ~~~ 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
n=1 M~ N>~ ~~ ~
>1 >2-% p >8 &
Aber die Glieder der harmonlschen Re1he bilden eine Nullfolge.

Aufgabe 5.5 (Binomische Formel) (REP Seite 45 ff.):
Zeigen Sie fiir n =2 und n = 3:
Fiir zwei reelle Zahlen a und b gilt

(a+b)" = zn: (?) T

3=0

I L T Y 1 gn—1 Y 9 yn-2 n S on—1 31 ny - n
) (Yt () s () (7)o

wobei der Binomialkoeffizient z fiir zwei natiirliche Zahlen u und v mit u > v definiert

G) ::u-(u—l)-;!(u—v—kl) - (8)3:1

und fiir eine positive natiirliche Zahl £ > 0 die Fakultadt k! definiert ist als k! :=1-2-...- k mit
0l =1.

ist durch

Losung von Aufgabe 5.5:
Es ist

2
L 2 2 2 .
_ Ll p2—I — L2 calopt a2 = g2 cq - 2
a+b —Z( )ab <0>b+<1>ab+<2>a a“+2-a-b+b
j=

und
-3 ()
=0
>~b3—|—<?)-al-b3_1+<g>-a2~b3_2+<g>~a3:a3+3-a2-b—|—3-a-bg+b3

Mw

a+b

x

o W
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Aufgabe 5.6:
ZZ:Q k
()

Zeigen Sie, dass die Folge ¢, := konvergiert und bestimmen Sie deren Grenzwert.

Losung von Aufgabe 5.6:
(n—1
Nach Definition von (2) ist also <Z> = %
Nach der Kenntnis der ,,Summe der k ersten natiirlichen Zahlen® ist

1
Zk:1—|—2—|—~--+(n—1)—|—n:§-n~(n—i—1)

k=1
und damit

& 1
Zk:2+---+(n—1)+n:§-n-(n+1)—1
k=2

Folglich ist

ZZ:2I€_%'”'(”4’1)_1_n'(n+1)—2:n2+n—2

G )  n-(n—1) n?—n
_1eiod
= I

1=

Damit ist lim ¢, =1
n—oo

Aufgabe 5.7 (Bernoullische Ungleichung):
Zeigen Sie mit Hilfe der binomischen Formel:
Fiir eine reelle Zahl x mit x > 0 und eine natiirliche Zahl n mit n > 1 gilt

1+2)" >14+n-x
Losung 5.7:

Nach der binomischen Formel ist (14 z)" = Z < ZL ) ezt =g+ ( nﬁ 1 ) cx+1

3=0

Wegen ( n ﬁ 1 ) = n gilt nach den Rechenregeln fiir Ungleichungen

a:"+...+< >-x+1>n-az—|—1.

n—1

Aufgabe 5.8:

Zeigen Sie:

Fiir eine reelle Zahl ¢ mit 0 < ¢ < 1 gilt lim ¢" = 0.
n—0o0

Lésung von Aufgabe 5.8:

1 1
Wegen 0 < ¢ < 1 gilt — > 1. Fiir die Zahl z := — — 1 gilt damit 2 > 0.
q

q
1
Dann ist ¢ = d entsprechend ¢ = ————.
ann ist ¢ = ;—— und entsprechend ¢ Ara)r
Nach der Bernoullischen Ungleichung ist 1 +n -z < (1 + z)" fiir n > 1,
1 1 1
also ist < und damit ¢" = < .
1+z)» 14n-z (14+z)» 1+n-z
1
Dann ist lim ¢" < lim — =0
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"—1 1
Fiir |¢| < 1 gilt also ¢" — 0 nach Aufgabe 5.8, so daf q . — ! gilt. Daraus folgt:
q— q—

geometrische Reihe
Die geometrische Reihe > ¢* konvergiert genau dann, wenn |g| < 1 ist:

o0

1
l+g+¢+¢+.. =) ¢F=—— fir ¢<1
I—gq
k=0
Aufgabe 5.9:
Bestimmen Sie die ersten drei Partialsummen der Reihe
n 23-i—1
2441
i=2 3

und berechnen Sie den Grenzwert, falls er existiert.

Lésung zu Aufgabe 5.9:

EQS ist
32+l 32241 35 ~ 0.13

=2
und

3 93-i—1 93-3-1 98
Z 32411 0.13 + 351 0.13 + 3 ~ 0.13+0.12=0.25
=2
und

4 23~i—1 23.4_1 11
D g =025+ Sopy = 025+ 5 ~ 0.25+0.10 = 0.35.
=2

Um einen moglichen Grenzwert zu bestimmen, versuchen wir zu erkennen, ob diese Reihe eine
geometrische Reihe ist.

Es ist

931 % . 93

1 1
32-i+1 - 3. 324 - 6 (32)i 6
und daher

8
d.h. diese Reihe ist eine geometrische Reihe mit ¢ = 9 < 1, d.h. die Reihe

n 23-i—1

Damit gilt fiir die in dieser Aufgabe gegebene Reihe

n 23-7171 n 23-1‘71 23-071 23~171 3

=2 =

3 _ _ _ 3 3 4 _8 9 8 3
gritl L gzatl 320+l 32+l 23 27 54 54 54 27
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Aufgabe 5.10:
Berechnen Sie die ersten 4 Terme sg, s1, s und s3 der Reihe

= Z <— — —> und bestimmen Sie den Grenzwert Z <75 %) , falls dieser exi-

stiert.

Losung zu Aufgabe 5.10:

67 _ 179 .
Es 1st 51U 1% und damit

sp=1+ };g =1+ 0.983 = 1.983, also

sy =14 153 + 200 =14 0.983 + 0.967 = 2.95, also | s = 2.95
179 5735339 —

und s3 = 2.95 + (122)° = 2.95 4 333833 ~ 390, also 53 = 3.90].

767 179
Da q := 11" Is2 < 1 ist, liegt eine konvergente geometrische Reihe vor mit dem
1 182 182 18
Grenzwert ¢ =188 179" 3 ~ 60.7, also | Grenzwert KR ~ 60.7|.

5.11: Archilles und die Schildkrote

Das zweite Paradoxon (zum Zusammenhang zwischen Raum und Zeit) des griechischen Philo-
sophen Zeno von Elea (etwa 490 bis 430 v. Chr.) beschreibt einen Wettlauf zwischen Archilles
und einer Schildkrote:

Archilles kann niemals die Schildkréte einholen, wenn folgende Anfangsbedingung gilt:

e Zur Zeit t; startet Archilles an einer Position a; und die Schildkréte startet an einer
Position $; mit a; < $; und mit einem gemeinsamen Ziel (der Schildkrote wird ein
Vorsprung s; — a; gewihrt).

Wenn nun Archilles zur Zeit t, den Ort as = s; erreicht, so ist die Schildkrote bereits an einem
Ort s9 mit ay < s9.

Wenn dann Archilles zur Zeit 3 den Ort az = s9 erreicht, so ist die Schildkréte bereits an
einem Ort s3 mit az < s3.

Um dieses Paradoxon zu erkléren, eignet sich die Beschreibung durch die Folge der einzelnen
Orte, die Archilles jeweils erreichte:

(@), N = @1, G2, A3, - - -

Wir setzen a; = O0m und s; = 1m und vereinbaren, dass Archilles 100 mal schneller ist als
die Schildkrote.
Beschreiben Sie die jeweiligen Orte durch eine Reihe und berechnen Sie den Grenzwert.

Losung von Aufgabe 5.11:

Es ist
Zeit | Archilles Schildkrote
11 apr=0m s1=1m
to as =1m —l—l—m—l()lm
15 as; =1.01m s3 = 1.01 + 3% = 1.0101m
ty as =1.0101m | s4 = 1.0101 + %08 = 1.010101 m

Also gilt a; = 3%, (0.01)% zur ¢;.
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Dies ist eine geometrische Reihe, und der Grenzwert g kann bestimmt werden:

Es ist ¢ = 0.01 und damit

g =1lim; ,o a; = ﬁ = % = 1.0101010101

Um zu entscheiden, ob eine Reihe {iberhaupt einen Grenzwert besitzt, gibt es verschiedene
Kriterien. Wir werden hier nur eines dieser Kriterien verwenden:

Quotientenkriterium (REP Seite 341)

k=n
Eine Folge [,, der Form [, := Z ay ist fir n — oo (absolut) konvergent, wenn gilt
k=ko
a a
lim || < 1. - Die Folge [, ist divergent, wenn gilt lim LS.
k—oo ak? k—oo Cbk

Aufgabe 5.12:
Berechnen Sie die ersten 4 Elemente sq, s9, $3 und s4 der Reihe

n .
B (2-4)! 1
S”_; N (2-i—2)! il
und untersuchen Sie, ob diese Reihe fiir n — oo konvergent oder divergent ist.

Lésung zu Aufgabe 5.12:

Es ist
2. )l 1 1:2-.-(2-i—1)-(2+4) 1 (2-i-1)-(2+9) 1
Q= ———F——— " " = - == .=
20-(2-i—2)0 ¢4 (1-2)-1-2-..-(2-9—2) 4! (1-2) !
. 2-1—1
—(2.5-1) - =
@-i=1)-5 =G0
und folglich
o @1-p 1
S e TR

32:a1+a2:1+%:1+3:4,
53:a1+a2+a3:4+i7)1,:4+§:E:6.5und

GB-1)! 2
s4= 83 +as = 6.5+ Fi55; = 6.5+ § = .67,
Nach dem Quotientenkriterium ist die Reihe Z ay, (absolut) konvergent,
k=ko
. Qp+1 .
wenn lim <1 ist.
k—oo ag
o . o .
(2-4)! I 2-0—1, . _2-i—1 ,
Wegen Z m = Z 1) ist hier a; = (=1 und folglich
i=1 i=1
ain| i ZHL 2.4l =1 2441 (=10 2041
o | Fgy b 2vi-10 2010 db (200 1)
2-0+1
= Z—+ und damit
2.2 —4 .
lim |27 = Jim Z—+ = lim +—% = (. Folglich ist diese Reihe konvergent.

2

1—00 | Uy isoo 214 — 1 i—soo 2 —

)
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Aufgabe 5.13: Zeigen Sie, dass jede geometrische Reihe g, := Y7 _; ¢* mit |¢] < 1 fiir n — oo
nach dem Quotientenkriterium konvergiert.

Losung von Aufgabe 5.13: Mit a;, = ¢" und ky = 0 ist der Zusammhang zwischen der
Definition der geometrischen Reihe und der Definition des Quotientenkriteriums beschrieben.

Qg1
Nach dem Quotientenkriterium ist dann zu berechnen lim + ,
k—oo ag
k41
also hier lim |——| = lim |¢|.
k—o0 q k—o0

Nach Voraussetzung ist |g| < 1, also konvergiert die geometrische Reihe Y7 ¢* mit |¢] < 1
nach dem Quotientenkriterium.

2.k 1
Aufgabe 5.14: Untersuchen Sie die Reihe Z ( > — auf Konvergenz bzw. Divergenz:

=\ 2 k!
=2k (sz) ) %
Losung von Aufgabe 5.14:
Es ist Dn = 22:1 (22k) 1 Zk: 1 2. Qk 2 ) Zk 1 2Ickll
Damit ist diese Aufgabe glelch der Aufgabe 5.12, d.h. die Reihe Y, (2;“) : % konvergiert
nach dem Quotientenkriterium

Aufgabe 5.15

Untersuchen Sie die folgenden rationalen Funktionen auf Nullstellen, Polstellen, Asymptoten
sowie Schnittpunkten zwischen Asymptote und Funktionsgraph, Gebiete gleichen Vorzeichens.
Bestimmen Sie relative Extremwerte und skizzieren Sie an Hand dieser Informationen die
Funktionsgraphen:

) fla) =122 b) gla) =

x—1



Windelberg: Mathematik fiir Ingenieure, Kapitel 5

Lésung 5.15:

-2
Aufgabe 5.15a: f(z) = al 1
T —
Nullstellen des Zahlers: 7 = 2
Nullstellen des Nenners: zy = 1
Nullstellen der Funktion: z, = 2
Pole der Funktion: z, =1

Bestimmung der Asymptote:

f@) = (=2 @—1) = _1_ -7
a(x)
Asymptote: a(z) =1
f(x) —a(x) # 0 fiir alle z € R,
also keine Schnittpunkte
zwischen Asymptote und Funktion.
1
T —
f (27) - (x_ 1)2a

also keine relativen Extremwerte.

}7

[ T N S OO CE

Aufgabe 5.15a: f(z) =

Stand: 18. August 2008 5013
zt +4

Aufgabe 5.15b: g(z) = o]
Nullstellen des Zéhlers: xz1 = 1+ 1,

Tzo=1—4,273=—-1+1,074=—-1—1
Nullstellen des Nenners: zy1 =1, zy2 = —1
Nullstellen der Funktion: Keine
Pole der Funktion: ;7 =1, zp2 = —1

Bestimmung der Asymptote:
(A (2 _ .2 5
g(z) = (2" +4): (z° = 1) =2"+ 1+ "5
a(x)

Asymptote: a(z) = 2% + 1
g(z)—a(z) # 0 fir alle z € R also keine Schnitt-
punkte

zwischen Asymptote und Funktion

Bestimmung moglicher Extrema:
, m-(:z;4—2-:c2—4)
g(x):Q (322—1)2
Mogliche relative Extremwerte:
Te,l = 0, Te,2 = 1+ \/g ~ 17989,

Tez=—V1+V5= —1.7989,
Teq=V1—+b=~ 111181,
Tes=—V1—+vb~—11118i
\ N/ /
\ /
\ 8 /
\ 7 /
- - X

44

Aufgabe 5.15b: g(7) = — 1
2 —
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Aufgabe 5.15 (Fortsetzung)
23 —2-22—4-x+8
c) h(z) =
) h(z) .

Aufgabe 5.15c:
w3 —2-22 —4-2+38

h =

(z) 3 + 22
Nullstellen des Zahlers:

.CCZ,l = —2, ﬂfZ’Q = 2, xz,g =2

Nullstellen des Nenners:

zy1 =0,zy2=0, zny3 = —1,
Nullstellen der Funktion:

Zp1 = —2, Tpo =2 (zy2 doppelt)
Pole der Funktion:

zp1 = —1, zpo =0, (zp2 doppelt)

Bestimmung der Asymptote:
h(z) = (22 -2 22 —4-2+8) : (z° + 1?)
| +—3-x2—4-x+8
~~ 3 + 22
a(z)
Asymptote: a(z) =1
h(z) —a(z) =0 ©z=3 (£/28-2)
also folgende Schnittpunkte
zwischen Asymptote und Funktion:
S ri~1.1und 29 ~ —2.4

Bestimmung moglicher Extrema:
3.2 +8-22-20-2—16

hl
() z3 - (z+1)2
mogliche relative Extremwerte:
Teq = —4, Tep = —3 & —0.667, T3 =2

Aufgabe 5.15¢:
23 —2-22—4-2+8
hz) —
(z) 3 + a?

Stand: 18. August 2008

a4+
B xt—1

d) k(z)

3 2 1
Aufgabe 5.15d: k(z) = — +2° + o+

zt—1
Nullstellen des Z&hlers:
ZEZ,l = —1, 513272 = ’i, :Ez,g = —1
Nullstellen des Nenners:
INJ = 1, mN’Q = —1, IL‘N’g = i, :ZTN’4 = —

Nullstellen der Funktion: keine

Pole der Funktion: z,, =1

Bestimmung der Asymptote:
1)-(z2+1 1
k() = (x+1)-(z=+1) B

(x—1)-(z+1)-(22+1) =z-1
Asymptote: y =0

k(z) — a(z) # 0 fir alle z € IR,
also keine Schnittpunkte
zwischen Asymptote und Funktion

Bestimmung moglicher Extrema:
K(z) = ———
@) ==

also keine relativen Extremwerte

10

5014
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Aufgabe 5.16:
Verwenden Sie die Definition der Ableitung einer Funktion, um zu zeigen
a) Ist f: IR — R mit f(x) = 27, so gilt f'(z¢) = 2 2, fiir alle 75 € R.
b) Ist f: IR — R mit f(x) = 2%, so gilt f'(z¢) = 3 - 22 fiir alle 2 € R.
Mit Hilfe der Definition lassen sich zeigen:
¢) Produktregel (u-v) =u' -v+u-v,

! u =
d) Quotientenregel (E) = w

v v
df(g(x)) _df(g(z)) dg(x)
dx dg(x) dx

e) Kettenregel

Bedeutung der Ableitung:

a) f'(xg) ist die Steigung der Tangente an die Kurve y = f(z) im Punkt z.

b) f'(xg) = 0 ist eine notwendige Bedingung fiir ein Extremum (Maximum oder Minimum)
der Kurve y = f(x).

Lésung 5.16a):

Es ist
_ flae+h) = f(zo) . (wo+h)’—a2 . 22+2-x0-h+h?—al
/ o _ _
e h
2. - 2
:limM:lim2~xg+h:2-xo
h—0 h h—0
Lésung 5.16b):
Es ist . ,
- flrot+h) = flwo) o (w0 +h)” — a5
; _ _
Pl =™ =M %

x%+3-$%-h+3'$0'h2+h3_$%_1im3.x2+3.x0~h+h2—3-$2
a0 0 a ’

= Jim, h

Lésung 5.16c¢):
Es sei f(z) = u(z) - v(z). Es ist

fxo +h) — f(xo) u(zo + h) - v(zo + h) — u(xo) - v(x0)

] T BERT
fleo=im= 5 =i h
Trick i u(zo + h) - v(xg + h) —u(zo) - v(ze + h) + ulxg) - v(xo + h) — u(zo) - V(0)
 hSo h
= lim u(wo + h) — u(xo) ~v(zg + h) + u(xg) - lim v(@o +h) — v(o)
h—0 h h—0 h

= u'(x9) - v(x0) + u(xo) - V(7o) filr alle 5 € R
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Lésung 5.16d):

u(x)

Es sei f(z) = ) und v(px) # 0. Wegen der Stetigekeit von v(x) ist auch fir hinreichend
v(x
kleine h noch v(zg + h) # 0. Dann ist

, . xo+ h) — f(xo .1 (u(zeg+h u(xo
fwo) = ;?EB . f)L Heel - A%E L}Eazo +h)) a v((xog
— Im 1 u(zo + h) - v(wo) — u(wo) - v(zo + h)
h—0 h v(zg) - v(zo + h)
Trick y u(zg + h) - v(xg) — ulxg) - v(xo) + u(xo) - v(20) — (o) - V(29 + h)
h—0 h-v(xg) - v(zg+ h)

1
= l ¢
K0 v(zg) - v(zg + h) [

u' (o) - v(wy) — ulzo) - v'(20)

v(xg + h) — v(xg)
h

u(zo + h) — u(xzg)
h

- v(zp) — u(xo) -

(v(w0))*
Lésung 5.16e):
Nach Definition ist
df(9(z)) _ . flg(zo+h)) — flg(z0))
dx h—0 h

Einfaches Erweitern liefert hieraus die Kettenregel:

flaleat b))~ Floeo) _ o Flaleo+h) — flga) glao +h) — glao)
h—0 h >0 g(xg+ h) — g(zo) h
o Pt )~ flglw) (ot h) — o)
=0  g(xg+ h) — g(zo) h—0 h

df(g(x)) dy(z)
dg(x) dx
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Aufgabe 5.17

Differenzieren Sie die Funktion f; = cos (sin*(cos(x)))

und bestimmen Sie die Tangente in (2, fi(2o)) mit o = 225° =5 %
Ldsung 5.17

Wertetabelle zur Darstellung der Kurve:

Winkel ¢ cos(p) sin? (cos(p))  fi

0°  1.00 0.71 0.76

15°  0.97 0.68 0.78 v

30°  0.87 0.58 0.84 I

45 0.71 0.42 0.91 m
60°  0.50 0.23 0.97

75 0.26 0.07 1.00 19

90°  0.00 0.00 1.00 107
105°  -0.26 0.07 1.00 106
120°  -0.50 0.23 0.97 tos
135°  -0.71 0.42 0.91 loa
150°  -0.87 0.58 0.84 Lo3 - ~
165°  -0.97 0.68 0.78 log N
180°  -1.00 0.71 0.76 N o
195 -0.97 068 0.8 RN M
210°  -0.87 0.58 0.84 R~ ¥
225°  -0.71 0.42 0.91 101 \\ / \ /
240°  -0.50 0.23 0.97 102 v/ L
255°  -0.26 0.07 1.00 las
270°  0.00 0.00 1.00 Aufgabe 5.17
285°  0.26 0.07 1.00 7y
300°  0.50 0.93 0.97 , f1': cos (sm (cos(z))) (gusggz;)gen)
315° 071 0.42 0.91 f1 = sin(z)-sin (2 - cos(x)) - sin (sm (cos(gc)))
330°  0.87 0.58 0.84 (gestrichelt)
345°  0.97 0.68 0.78

360°  1.00 0.71 0.76
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Ableitung:
Es ist nach der Kettenregel

f1 = —sin (sin*(cos(z))) - [sinQ(cos(:c))},

und weiter mit der Kettenregel

fi = —sin (sin®(cos(z))) - 2 - sin(cos(z)) - [sin(cos(z))]’

und wieder mit der Kettenregel

fi = —sin (sin®(cos(z))) - 2 - sin(cos(z)) - cos(cos(z)) - [cos(z)]’
also

fi = —sin (sin(cos(z))) - 2 - sin(cos(z)) - cos(cos(z)) - (— sin(x))

= sin (sin®(cos(z))) - sin(2 - cos(x)) - sin(x)

Tangente:

Es ist f] (%) = sin <%) - sin <2 - COS %)) - sin (sinQ(cos (5—7T
5

Wegen cos (5'”) = —1.4/2 und sin (T”) = —% /2 also

T
5- 1
1! <_47T> =5 V2 - sin (—\/5) - sin <sin2(—
1
~ g V2. (—0.988) - 0.41 ~ 0.286

Dies ist also die Steigung der Tangente in xy = 5;7” ~ 3.93.

2018

: \/§)> ~ —% -V/2 - (—0.988) - sin(0.422)

Die Tangente muss durch den Kurvenpunkt (zg, fi(xg) gehen. Nach der Wertetabelle ist

fl(l'o) ~ 0.91

Also muss gelten

y = 0.286 - x +n mit 0.91 = 0.286 - 3.93 + n, also n = —0.211.
Daher lautet die Gleichung der Tangente y = 0.286 -z — 0.211

M

L0.7 ¥
L0.6

H0.5

F04 p

L0.3, maeoe ooy
A

’O/é \

r0.1 \

/ \ LX

H-0.1 . / \ /
0.2 L
F-0.3 -
Aufgabe 5.17
1 = cos (sin“(cos(x))) (ausgezogen
/ in” gez0g

f1 =sin(z) - sin (2 - cos(z)) - sin (sin®(cos(z)))
(gestrichelt)
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Aufgabe 5.18

Differenzieren Sie die Funktion f, = \2/ T+ + x

und bestimmen Sie die Tangente in (zg, fa(xp)) mit 2o = 0.1

Loésung 5.18
Wertetabelle zur Darstellung der Kurve:

v NE e+ f
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.0100 0.3162 0.6884 0.8357
0.0200 0.3761 0.7344 0.8686
0.0300 0.4162 0.7641 0.8911
0.0400 0.4472 0.7869 0.9093
0.0500 0.4729 0.8056 0.9250
0.0600 0.4949 0.8218 0.9390
0.0700 0.5144 0.8360 0.9519
0.0800 0.5318 0.8489 0.9638

0.0900 0.5477  0.8608  0.9751 [

0.1000 0.5623  0.8717  0.9857

0.2000 0.6687  0.9542  1.0743 02

0.3000 0.7401  1.0132  1.1459 | .
0.4000 0.7953  1.0613  1.2088 T
0.5000 0.8409  1.1027  1.2660

0.6000 0.8801  1.1396  1.3190 Aufgabe 5.18

0.7000 0.9147  1.1732  1.3686 T

0.8000 0.9457  1.2041  1.4157 fo= ([ Yot Vo (ausgerogen)
0.9000 0.9740  1.2329  1.4604 fon = /7 + /x (gestrichelt)
1.0000 1.0000 1.2599  1.5033 fos = ¥z (gepunktet)
Ableitung:

Es ist nach der Kettenregel

I 1 . 3 4 ’
f2—2- 2—$+W [x+\/x+\/5]

und weiter mit der Kettenregel

1 1 _2 [
f = -(1+—-(m+<‘/§) 3-[x+<7:¥]>
Do tfervm N0
also
, 1 1 1 _a
f2: 11+ '(14—1'27 4)
2. /x+ v+ 3- ¢/ (x+ Vz)°

B 1

1
= 1+ +
2-{/z+ Ya+ o 3- (x4 ) 12-{/(x+ V2)* VB
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Tangente:
Es ist

f1(0.1) = ! !

1
A1+ +
2. {/0.1 + 301+ V01 3-¢/(0.1+v01)° 12+ {/(0.1+ V01)* - V0.1

Wegen v/0.1 = 0.5623, v/0.13 ~ 0.1778,

2
0.1 + v0.1 ~ 0.6623 und daher (’/(0.1 + \4/0.1) ~ 0.6623%3 ~ 0.7598

sowie \2/0.1 +1/0.1+ v0.1 = f,(0.1) ~ 0.9857 ist daher

300.1) = 550557 - (1 + 507598 + omsos017ms) ~ 0-5073 - (14 0.4387 + 0.6169) ~ 1.04

Dies ist also die Steigung der Tangente in xy = 0.1.

Die Tangente muss durch den Kurvenpunkt (xg, fo(zo) = (0.1,0.9857) gehen. Also muss gelten
y=1.04 -2+ n mit 0.9857 = 1.04 - 0.1 4+ n, also n = 0.882.

Daher lautet die Gleichung der Tangente im Punkt (0.1,0.9857): y = 1.04 -z + 0.882.

y

+11
T105 1

1095 1
+0.9
1085 1
108
1+0.75 1
+0.7
1065
+0.6
1055 :

o . 006 . 06

Aufgabe 5.18:

fo=\lz + {/x + Vx (ausgezogen)

Tangente in (0.1,0.9857): y = 1.04 -z + 0.882 (gestrichelt)
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