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6 Integralrechnung, zweidimensional

Aufgabe 6.1:
Berechnen Sie das unbestimmte Integral [In(z) - dz nach dem Verfahren der parti-
ellen Integration.

Lésung Aufgabe 6.1:

x-ln(x)—/xé-dx:x-ln(a:)—/1-dx

x-In(z) —z+C.

Aufgabe 6.2:
Berechnen Sie das unbestimmte Integral [arctan(z) - dx nach dem Verfahren der
partiellen Integration.

Losung Aufgabe 6.2:
u =1 = u==x
v:=arctan(r) = v = L

/arctan(z) - dx :/]_ '&I‘Ct&ﬂ(l‘) - dx — 1+z2
x - arctan(x) — /x )

1
14 22

2-x

T2 - dx

1
- dr = x - arctan(z) — 5/

1
x - arctan(z) — 5 In|l — 2% + C.
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Aufgabe 6.3:
Berechnen Sie das unbestimmte Integral [ x-arctan(z) - dx nach dem Verfahren der
partiellen Integration.

Ldsung 6.3:
x? i
/:L"~arctanx -dx:—~arctanx—/ 2 - dx
2 1+ 2?2
x? 1
"=z, g=arctany = [f="—, ¢ = X
{f 9 / 9977 +x2]

2

o 1 [1+422-1 1 1 1
W, 2 _ _ _
egen/1+x2'd$_§/ 1+ a2 'dz_ﬁ/(l_lntx?)'d$_§($_mtam)

2

1
folgt /x Carctanz - dr = © +

x
-arctanx — 5 + C.

Aufgabe 6.4:
Berechnen Sie das unbestimmte Integral Ja™-In|z| - dx fiir n €N nach dem
Verfahren der partiellen Integration.

Losung Aufgabe 6.4:

xn+1 wn
Fi —1 gilt "l cdr = -1 — - d
iir n # gi /Jc nlx| - de ] n |x| /n+1 x
! 1
- TL7 :1 _ — 7/:—.
{f z", g =Inlz| f=19 w}
xn+1 n+1
:>/x -ln\x!-dmzn+1-ln\xl—m+0, n # —1.

1 1
Fiir n = —1 erhilt man /—-ln\w[-da:zlnﬂ:n[—/—-ln\x]-dx
x x
1 , 1
ff=—,¢9g=Ihlz] = f=Inlz|, ¢ =—|.
x x

1
= 2/—-ln\x]-dx:1n2]:v\+20,
T

1 1
/—-ln|x! cdr = =1In®|z| + C.
x 2
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Simpson-Formel

Fiir eine auf [a, b] stetige Funktion f gilt mit x; =a+1i-h firi =0,1,2,...,2n

/f(ilf) dr & b6_na'(f($0) + f(@2,) + 4'§f($2z’+1) + 2'§f($2i+2))-

Fiir n — oo konvergiert die Folge der Naherungswerte gegen den Integralwert.

Aufgabe 6.5:

a) Berechnen Sie mit Hilfe der Simpson-Formel 14

einen Ndherungswert fiir das nebenstehende bestimmte Integral. / e—xQ - dx
b) Schreiben Sie hierfiir ein Computer-Programm. 04

L6sung Aufgabe 6.5a):

Der gesuchte Integralwert lautet:
1,4

/e‘ﬁ’“ﬁ2 - dr = 0,464 288 (gerundet auf 6 Nachkommastellen).

0,4

Lésung Aufgabe 6.5b):

input "n=";n

dim x(2*n+2), y(2*n+2)

for i=0 to 2*n

x(1)=0.4 + i*1/(2%n)
y(i)=exp(-x(i)~2)

next i

s1=0

for i=0 to n-1
sl=s1+y(2%i+1)

next 1

82=0

for i=0 to n-2
82=82+y(2%i+2)

next 1

integral=(1.4-0.4) / (6*n) * ( y(0) + y(2*n) + 4xsl + 2%s2 )
print "integral=";integral
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Rekursionsformel
Aufgabe 6.6:

a) Leiten Sie eine Rekursionsformel her zur Berechnung des unbestimmten Integrals

far-e ™ - dx firnelN,
d.h. geben Sie an, wie Sie dieses Integral [2™-e * - dx aus der Kenntnis der Integrale
far e - dx, [a" e " - dz, .. berechnen konnen.

b) berechnen Sie mit dem aus a) gewonnen Ergebnis  [2*-e™* - dx.

Losung Aufgabe 6.6:
a) Es ist nach den Rechenregeln der partiellen Integration

—e (P 4204+ 2)+ C;

n=3 — fx3-e*“"~d:v:—x3-e*1+3~fx2-e*f”~dx
= —x3-e"”—i—3~(—e*‘”(x2+2x—i—2)) +C
= —e (2% + 32> + 62+ 6) + C;

n=4 = f:z:4~e*“7~dx:—x4~e’m+4~fx3~e*‘”~dx
=gt e +4-(—e (2 +32°+62+6))+C
= —e (xt + 423 + 1222 + 242 + 24) + C'.



Windelberg: Mathematik fiir Ingenieure, Kapitel 6 Stand: 18. August 2008

2
Aufgabe 6.7: Berechnen Sie das bestimmte Integral / 2.2-el?) . dp
0

Lésung 6.7: (siche auch REP 13.39)
Substitution

=2 -
/ et dt = [et}migz [e(l’z)] 2:64—60264—1

=0 =0

¢ cos (In(x))

T

Aufgabe 6.8: Berechnen Sie das bestimmte Integral / ~dx
1

Lésung Aufgabe 6.8:

Substitution
t:=In(x)
e 1 dt=21.d
1 :E

=1

/ " cos(u) du = [sin(w)]"=" = [sin (In(z))"=" = sin(1) — sin(0) = sin(1) ~ 0.8415

6005
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Aufgabe 6.9: Berechnen Sie das unbestimmte Integral /2—6 - dx
I J—
Losung Aufgabe 6.9:
Substitution
t:=22-6
dt=2-z - dz
dr = L dt dt
72 —6 21/t
In (1
[inloe) g,
T

In (1
Aufgabe 6.10: Berechnen Sie das unbestimmte Integral /M s dzx.

Lésung Aufgabe 6.10:
}7

6006

Es ist / In (Inz)) (In{z)) - dx [
xr
Substitution
t:=In(z) 1as
dt = % - dx
dr =z dt 2
(In(t) — 1) + C ™
=In(z) - (In(In(z)) = 1)+ C 5

T-35

Aufgabe 6.10

Kok ok ook ook ok ok okookookock ok ok ok okook sk ok ok ok ok okosk kR ok sk ok sk ok ok ok ok ok ok

1

- . d
T+ !

Aufgabe 6.11: Berechnen Sie das unbestimmte Integral /

Lésung Aufgabe 6.11:
Standard-Substitution

t:= ¥z

=1t

dx dr =3 -2 dt 3-t2dt 3 2-t
x+ Jx 3+t 2 2 +1

!
Wegen / fo) dr = In|f(z)| ergibt sich

/d_x — §.1n(t2+1)+0:;-ln(\g/m_?+1)+0.
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Aufgabe 6.12 /sin(\/:E) - dr): Berechnen Sie das unbestimmte Integral /sin(\/E) - dx

Standard-Substitution
t:=+x
z =t
de =2-tdt

Lésung 6.12: /sin(\/i) cdr =========== 2. /t-sintdt
weiter mit partieller Integration:
"= sin(¢ = [v' = —cos(t
/t -sint dt ::::i(:):i:ivz::::(:): —t - cos(t) +/C0s(t) dt = —t - cos(t) + sin(t)

Zusammengefasst: /sin(\/f) ~dx =—2-t-cos(t) +2-sin(t) + C

= 2-sin(y/z) — 2 vz - cos(v/x) + C

k) ok sk ok ok ok sk sk ook kok ok ok o3k ok okok ok sk sk ok ok ok ok sk ok kox kX

bestimmtes Integral
Es ist definiert:

/ f(x) -de=F(b)—F(a) fir F(x) ;:/ f(z) - dx

3.
Aufgabe 6.13: Berechnen Sie das bestimmte Integral / sin(v/x) - dx
0

Lésung 6.13:
3

/ sin(v/z) - dx
0

= [2-sin(vz) - 2-Vx- cos(\/E)Ej)'ﬂ
=2-sin(v3-m) —2-vV3-7m-cos(V3-m) — (2 -sin(v/0) — 2 \/6-cos(\/6))
=2-sin(v3-7) —2-v3-7m-cos(V3-m) ~ 6.267

v

Aufgabe 6.14
Berechnen Sie das bestimmte Integral

4-

/ sin(v/z) - dz
0

Lésung 6.14:

) N 4.7
Llgp 2 g 8 H | 1 / Sin(\/z) - dx
N 0

i — [2-sin(v/E) — 2+ V& - cos(vD)]"
Aufgabe 6.13: sin (\/z) =2-sin(V4-7) —2-V4-7-cos(vV4i-m)

0 <z <37 (ausgezogen) und ~ 5.736
0 <z <47 (gestrichelt)
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unbestimmtes Integral

/ 8-x+12 p
—_— . :L'
?2+4-x+4
. . 8-z 412
Aufgabe 6.15: Berechnen Sie das unbestimmte Integral —— - dx
?2+4-x+4

Losung Aufgabe 6.15:
8-z +12 quadratische Gleichung 8 - x + 12

E 1 t —_—m— T T T T T T T T T T T T
R P (x4 2)?
___Ableitung des Nenners ausklammern! _ 8- (¢ +2) -4 8 4
_____________________ (z+2)2  z+2 (z+2)
Daher ist
81412 8 —4
2T dr = o d .
/x2+4~x+4 * /x+2 T / (z + 2)? o
4
=8-1 2 — + C
n(|lz +2|) + P +
8- 12
Aufgabe 6.16: Berechnen Sie das unbestimmte Integral /L cdx.
2 +4-2+5

Lésung Aufgabe 6.16:

Es ist
/ 8-x+12 d Ableitung des Nenners ausklammern! / 4.-2-x+4)—4

2+d-z+5 T T 244245

:4./M .dx_4./d_x
2+4-z+5 (x+2)2+1

= 4-In(x* +4-2+5) — 4-arctan(z +2) + C.

N/ N/

[»w@quwg
/

>

- dx

5
&
&
©
>

5 0 & 4 b & ok b b~

S
S

Aufgabe 6.15 Aufgabe 6.16

6008
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Integration von Partialbriichen (REP Seite 289)

1
/(x—a)”-dm:n+1-(x—a)"+1fiirn7£1

1
dr = In(lz —
/m—a z = In(|Jz — al)

1 1

— dr=—— (x—a) " fiirk£1
/(m—a)k T TEr (z=a) iir & 7
Fir X =a-22+b-2+c, A=4-a-c— b, a#0 gilt:

(9 2-a-x+b
_A - arctan (T) (A > 0)
1 =2 (2-a-x+b)
/_ - dp — 7~ artanh ey (A < 0)
X 1 (2~a-z+b7\/j)
VA 2-a-z+b+v/—A
-2
1 é 2-a-1+b r+b 0)
a-x+
YT A / X




Windelberg: Mathematik fiir Ingenieure, Kapitel 6 Stand: 18. August 2008 6010

8- 12
Aufgabe 6.17: Berechnen Sie das unbestimmte Integral /L - dx .
22+4-2+3

Losung Aufgabe 6.17: Ansatz fiir Partialbruchzerlegung:
8-x+12 8-z +12 A B

x2+4~x+3_(x+1)-(x+3)_:v+1+x+3
Losung nach Hauptnennermethode fiir Partialbruchzerlegung:
8-x+12  A-(x+3)+B-(z+1)

+1)-(z+3) (z+1) (z+3)
8-2+12=A-(z+3)+B-(z+1)
8-rx+12=2-(A+B)+3-A+B

8=A+4+B und 12=3-A+B

B=8—-A4 und 12=3-A+(8—-A4)=8+2-4
B=8—A und 2=A

B=8-2=6 und 2=A4

w

LY

Losung nach Zuhaltemethode fiir Partialbruchzerlegung:

—8+12 —24 4+ 12
A=——— =9 d B=—"""_ —§
O-(-1+3) “” (—3+1)-0O

Zusammenfassung:

8-z +12 2 6
R ( )-dzz-l ) +6-1 3)) +C
/:E2+4-x+3 v / s+l Tztr3) n(j + 1) + 6 - Inflz + 3[) +

N/

Aufgabe 6.17
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: . vo+1
Aufgabe 6.18: Berechnen Sie das unbestimmte Integral / - dx .
x
Losung Aufgabe 6.18: )
Es ist %
Substitution 2
t:= \4/.73 + 1 25
r=t"—1 R
vao+1 de =413 dt 4.4
. dl‘ ———————— dt 15
x tt—1 )
Dieser Bruch ist unecht. r Da-
Daher muss zunéchst eine Summendivision ) «
durchgefiihrt werden: - 02 : =
44t 4 . (44 _ 4 ‘
a = 4-t (' —1) _4+t4—1 1
4.4 —4
4 2
Aufgabe 6.18
her ist die gebrochen rationale Funktion ti'fl Summe einer ganzrationalen Funktion (4) und

eines echten Bruches }
-1

Der Nenner ¢ — 1 des echten Bruches kann (im reellen) in folgende Faktoren zerlegt werden:
t—1=0+1)-¢t—-1) - +1)
Daher lautet der Ansatz fiir Partialbruchzerlegung (PBZ) des echten Bruches:

Es gibt reelle Zahlen A, B, C' und D mit
4 4 A B c¢-t+D

Fo1 (D) G-D-(Bx1) trl -1 #11

4 4
A=———=-1, B=——=1 h 'Zuhal hode’).
O-(—2)-2 ; 202 (nach 'Zuhaltemethode’) —
Ct+D A+(t-1)-P+1)—-(t+1)-B+1)  —-2-2+2 -2
2+1 (t+1)-(t—1)- (2 +1) T @ -De(2+1)  £2+1

Damit ergibt sich aus der Partialbruchzerlegung und anschliessender Integration:
4.1 1 1 2
at = [ (4- — )t
/t4—1 / t+1+t—1 1241

=4-t — In(jt+1|) + In(jt = 1|) — 2-arctan(t) + C

Zusammenfassung:

vV +1
/ T gr = 4vVr+1—-—In(Vz+1+ 1) +In(|vVe+1-1]) — 2-arctan (vVx + 1) + C
X
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dz

Aufgabe 6.19: Berechnen Sie das unbestimmte Integral /—
445 cosx

Losung Aufgabe 6.19:

Substitution
t := tan (%)

2
cos(z) = 132

[ S -
4+5-cosx 4452 1442

2 -2
_/4+4-t2+5—5-t2 dt_/t2—9dt

Partialbruchzerlegung des echten Bruches t;_Qg
-2 1 1 1 1

2-9 3 t+3 3 t-3

9 1111 1 1
— [ (z — s S Y dt=c m(t+3]) — -t —3)+C
/t?— /(3 t+3 3 t—3> 3 (43 = 3 In(jt =3 +

ergibt

9
1 t+ 3 1 tan(£)+3
= -1 — c= =-1 2 C
3 n(t—3> 3 n(tan(g)—3>+
1 1 —cos(z) + 3 - sin(x) x 1 — cos(z)
= —-1 ="/
3 " ( 1 — cos(z) — 3 - sin(z) +c wegen  tan (2) sin(x)

Aufgabe 6.19
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2-e2% -3
Aufgabe 6.20: Berechnen Sie das unbestimmte Integral / ¢ - dx
(e* 4 2) - cosh(x)

Losung Aufgabe 6.20:

2.e2% -3 Definition cosh(z) 2.e27 -3
I = - dl‘ === === . dx
(e +2) - cosh(x) (

Substitution
t:=e¢€"
z = In(t)
463 _ G et doe = 1dt 4-12 -6
(" +2) - (e**+1) (t+2)-(*+1)
Der Satz iiber Partialbruchzerlegung des echten Bruches % ergibt die Existenz von

reellen Zahlen A, B und C' mit

4-2-6 A +B-t+0.
t+2)-(#2+1) t+2 241 7
, 4-(=2)2 -6
Dann ist A = 5 = 2 nach der Zuhaltemethode’
O- (=29 +1)
4.2 —6-2-(*+1) 2.t —8
Folglich ist = - : - =
(t+2) (12 +1) (t+2)-(t2+1):%:2ﬂf
I / 2, 21 L) dt = 2 (- 2) £ In (2 + 1) — 4 arctan(t) + K
= — = - In n — 4 - arctan
t+2 241 2+1

= 2-In(e” +2) +In(e** + 1) — 4 - arctan(e”) + K, K € R.

N/

T 45

-4 -2
T -0.5

+-15

Bild zu Aufgabe 6.20
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Problem-Substitution

1
Aufgabe 6.21: Bestimmen Sie fiir die Funktion f(z) :

- 9+ 3 cos(x)

- einerseits den Flidcheninhalt unter dem Graphen von f(z) fiir z € [3,4] und

4
- andererseits das Integral / f(z) - dz mit Hilfe einer Standard-Substitution.
3

Vergleichen Sie die Ergebnisse!

Standardsubstitution
t:=tan(z/2)
de = fffg
4 _ 1= z=4
dx cos(z) = =% )
Losung Aufgabe 6.21:/ =L / dt
3 943 cos(x) ez 9-(1+2)+3-(1-12)

2 1 1 1
:/ —th:—-/ ST A=~
L 12161 3°) 5 241 6

_ L {\/5 - arctan (iﬂm = é : {\/5 - arctan (M>

6 \/5 =3 \/5
1 tan(4/2 tan(3/2
— — . \/5. (arctan (M) — arctan <M>)
6 V2 V2
= —0.23485 — 0.34668 = —.58153
Dieses Ergebnis ist nicht der Flidcheninhalt!
4
Es ist/ 15805
5 9+3-cos(z)
Beweis: siehe Zeichnung
¥
0.200 y
0.667
0.150

0.333

0.100

0.000 X

0.050 -0.333

\
\
\

T

.

.
o
L

P

o -0.667

0.000 >
3.00 83.25 8.50 8.75 4.00

3.00 3.25 3.50 3.75 4.00
Ff(x)=1/(9 4 3%cos(x))

f(x)=1.4142 / 6 * arctan ( tan(x/2) / 1.4142

Aufgabe 6.21: Problem-Substitution
Problem t = tan(z/2)

f

Aufgabe 6.21: Problem-Substitution
Problem t = tan(z/2)

flz)

—~

)= —————
9+ 3 cos(x) +3-cos(a)
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B 1
~ 5—4-cos(x)
- einerseits den Fldcheninhalt unter dem Graphen von f(z) fiir v € [5,5- 5] und

5.1

- andererseits das Integral ~ f(x) - dz mit Hilfe einer Standard-Substitution

Aufgabe 6.22: Bestimmen Sie fiir die Funktion f(z) :

[NIE]

Vergleichen Sie die Ergebnisse!
Losung Aufgabe 6.22: Nach ,Formeln + Hilfen“ | S. 93, gibt es eine ,,Generalsubstitution®,

die giiltig ist fiir -t <xr <7mund firmT <x < 3-m:

Standardsubstitution
t := tan(z/2)
dr = 2dt

[Fow sl 2 i
z 5—d-cos(x) e=z O (1+8%)—4-(1-¢)

=57
22
- e
s 14982

Es ist nun ein besonderer Trick, das Intervall zu unterteilen (der Trick ist notwendig, weil z # 7
gelten muss). Wenn diese Bedingung vernachlissigt wird, ergibt sich 0 als Fldcheninhalt!:

=7 9 x=57 2
= ——dt + ——dt

t=00 1 t=1 1
/ ——dt + / ———dt
t—=1 1+9't2 t:7001+9t2

Il
)

2
1 =0 1y t=1
=2 {— - arctan(3 - t)] + {— arctan(3 - t)]
3 t=1 3 t=—o00
2 2
=3 {(g - arctan(S)) + (arctan(3) + g)} =3 TR 2.09
[ da . : : 1
Es ist ——— = 2.09 und das arithmetische Mittel m = —
= 5—4-cos(x) 3

Dieses Ergebnis ist der Flicheninhalt! Beweis: siche Zeichnung

&<

0.200

<

0.667

0.150

0.333

0.100

0.000 > X

0.050

-0.333 4

Ny
N
MY

e
N
\\\\
AN

LR

0.000 7 X -0.667
3.00 3.25 3.50 3.75 4.00 8.00 8.25 8.50 8.75 4.00
f(x)=1/ (94 8%cos(x)) f(x)=1.4142 / 8 * arctan ( tan(x/2) / 1.4142
Aufgabe 6.22: Problem-Substitution Aufgabe 6.22: Problem-Substitution
5.7 5.1
/ dx / 2 dz
= 5—4-cos(r) z 5—4-cos(z)

f — tan (f numerisch ermittelter Fldcheninhalt = 2.37
2

N———"
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Kurvendarstellungen (REP S. 499)

explizite (kartesische) Darstellung einer Kurve K: Ky = {(z,f(z)) € R*,a <z <b}
Beispiel: Parabel P = {(z,7%) € R?, -2 <z < 2}, Figur 6.23.a
@ implizite (kartesische) Darstellung einer Kurve K:  Kp = {(z,y) € R*, F(z,y) =0}
Beispiel: Parabel P = {(z,y) € R*, y — 2> = 0 }, Figur 6.23.a

@ Polarkoordinaten-Darstellung einer Kurve K: K, ={(p.1(p)) ER*, pg < p < o1 }

Beispiel: Spirale P = {(p,7(¢)) € R?, 7(p) = ¢, 0< p <2-7,p € R}, Figur 6.23.b
E Parameter-Darstellung einer ebenen Kurve K:

Ky ={(z(t),y(t)) e R* , tg <t <t,t € R}
Beispiel: Kreis P = {(cos(t),sin(t)) € IR*,0<¢<2-7,t € R}, Figur 6.23.c
‘ﬁ[ Parameter-Darstellung einer Raum-Kurve K:
Ky ={(z(t),y(t),2(t)) e R®, tg <t < t;,t € R}

)EIR2,0§t§2-7r,teIR},Figur6.23.d

i

Beispiel: Zylindermantel Z = < (cos(t), sin(t), T
-

6.23.a 6.23.b 6.23.c 6.23.d

Tangentenvektor und Bogenlinge (REP S. 500 f.)

Darstellung Kurvenpunkt Tangentenvektor ¢ Bogenlidnge L
b
Ky (22, y2) (1, f'(22)) Jo 1+ (f'(@)?
@KF (.TQ,yQ) (Fy($27y2)a—Fz(33273/2))
G5lis - c08(ip2) — 1(102) - sin(p2) 2
K r 912 " ¢ “01\/7“ 2+(ﬂ) d
,EI r (‘pZ ((/J?)) %L@ . Sln((pg) + T(SDQ) . COS((,OQ) ©o ( (‘10)) dy) ®

Ko (ats).y(t)) (#(t2), §(t2)) | ey + oy -a
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Zykloide
Aufgabe 6.24: Tangentenvektor und Bogenlinge einer Zykloide

Gegeben sei die Kurve

oy [ 2-(t—sin(t)) ' ‘
Z_{:E(t)'_(Q-(l—cos(t)) 0<t<2-71,t€R
a) Zeichnen Sie die Kurve Z

b) Bestimmen Sie die Richtung der Tangente im Punkt :z_:’(g)

¢) Bestimmen Sie die Linge des Bogens Z
d) Zeigen Sie, dass diese Kurve als ,Rollkurve® eines Punktes auf dem Rand eines Kreises
mit Radius r = 2, wenn der Kreis auf der x-Achse abrollt
Losung Aufgabe 6.24:
Diese Kurve ist eben und in Parameterform

([4]) gegeben. v
6.24b): ; ////
Hier istd p 5
i(t) = o 2-(t—sin(t)) = 2-(1—cos(t)) L
und J J
ZJ(t):d—izal(l—cos(t)):zsin(t) —
und folglich fiir ¢, = g :

T .

#(ty) =2 (1 — cos ) =2
and ( ) Aufgabe 6.2/: Bogen einer Zykloide

§(ts) = 2 - sin (g) — 9.

Also hat der Tangentenvektor im Punkt w( ) die Richtung (2, 2).

o |

6.24c):
Mit Hilfe von (6.24b) kann die Bogenlidnge beschrieben werden:

/ Vi) t))2-dt:/0“ V(2 (1= cos(t)” + (2 sin(t))? - b

also
=2

/th\/4-(1—2-cos(t)+COSQ(t)+sin2(t))dt:2- \/2 1 — cos(t)) dt

t=0

Es folgt aus dem Additionstheorem
- cos() — sin(a) - sin(p)
Q) + cos?(QV) = 1 ergibt sich

cos(a + 3) = cos(a
2

N e

cos(2 - a) = cos*(a) — sin*(a), und mit sin

sin?(a) = =+ (1 — cos(2 - a))

1
2

t
mit ¢t = 2 - « ist folglich 1 — cos(t) = 2 - sin® (%) Da 0 <t¢<2-m,ist sin (§> > 0 und daher

V2 (1= cos(t)) = 44 - sin2 (%) =2 |sin (%) | =2-sin (%)
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und damit

6.24d):

Wir betrachten auf dem Kreis K = {(z,y),2° + (y — 2)> = 4} einen Punkt P.

Fiir ¢ = 0 befinde sich dieser Punkt P = P(0) im Nullpunkt des Koordinatensytems.

Wenn sich nun der Kreis in Richtung positiver x-Achse bewegt, so bewegt sich sein Mittelpunkt
M = M(t) mit der Zeit ¢ gemaf der Gleichung

M(t) = =

o= )-(3)

Mit der Zeit ¢ dreht sich der Punkt P(¢) um den Mittelpunkt M (¢), und nach der Zeit t = 2-7
ist der Punkt wieder ,unten“ angelangt, also xp(t) = xp(t) — 2 - sin(¢) und yp(t) = ya(t) —

2 - cos(t).
Daher koénnen wir schreiben:

P = (200 ) (2 )< (5 )

und dies ist die Gleichung der Zykloide Z.
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Asteroide
Aufgabe 6.25: Bogenlinge einer Asteroide

Zeichnen Sie eine Asteroide

und bestimmen Sie seine Linge.

Losung Aufgabe 6.25:
Die Bogenlinge B der Asteroide ist definiert

durch ]
t=2m dz\” dy 2
B = — — | dt
[V @)
Hier ist
2
<0cli_atj> = (—6-cos(t)- sin(t))2
und
&y = (6-sin*(?) - cos.(t))2
dt Aufgabe 6.25): Asteroide

und folglich

cost(t) - sin?(t) + sin'(¢) - cos?(2)

(@) -

cos?(t) - (cos?(t) - sin®(t) + sin*(¢))

I
=

I
ﬁ&ﬁ Q

cos?(t) - sin’(t)

Dann ist

:/ 6 - \/c052 - sin? t)dt =6- V4 =12

cos?(t) - (cos?(t) - sin®(t) + sin’(t) - (1 — cos?(t)))

6019
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Rollkurve

Aufgabe 6.26 (Rollkurve):
Gesucht ist eine Parameterdar- e
stellung derjenigen Kurve, die ein 4
Peripheriepunkt P eines Kreises A
vom Radius a« durchlduft, wenn P

dieser Kreis auf der Innensei-
te eines Kreises vom Radius
b (b > a) abrollt. (Ausgangslage ¢ p
siehe Skizze)

Betrachten Sie speziell die Fille
b = 2a und b = 4a.

Berechnen Sie fiir den Spezialfall
b = 4a die Bogenldnge der Kurve,
die entsteht, wenn der Kkleine
Kreis genau einmal den grofien
Kreis durchrollt.

Aufgabe 6.26): Hypozykloide
Lésung 6.26:

Zwischen dem Rollwinkel ¢ des kleinen Kreises und dem Polarwinkel ¢ seines Mittelpunktes
M besteht der Zusammenhang:

b-o =a-t (Rollbedingung)

L= (e

a~COS(t—90)>

—a - sin (t — @)

Ortsvektor des Mittelpunktes M:

8y

Ortsvektor des Punktes P:
T, =1, + (

b
Wegen t = — - ¢ (aus der Rollbedingung) ergibt sich
a

b _

. (b—a)-cosp+a-cos(;—1)p
'Z‘P(SD):< b_q , p=>0.

(b—a) -sing —a-sin(; — 1)

Die entstehende Rollkurve ist bekannt unter dem Namen Hypozykloide.
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Aufgabe 6.27:

Stand: 18. August 2008

Skizzieren Sie die ebene Kurve C' mit der Parameterdarstellung

#(t) =2

und berechnen Sie ihre Bogenlidnge.

Lésung 6.27:

Kurve C in Polarkoordinatendarstel-
lung:

(-5.)
rp)=2" "

In2
(% %)
=€ s OSQDSZ_‘:W

Bogenlénge:

4
s:/\/r2+7'"2dg0
0

(2:) &

) L 0<t<dr
sin(?)

N/
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Aufgabe 6.27):
Teilbogen einer logarithmischen Spirale

47r(1n2) 122(n2)
:/ 6_ ™ ? +(—n—) '6_ @ 7 dgp
27
0

5 47r( In2 )
:@/1+(n—)~/e 27 (pdap

27

0

o2 9 ( 1112 47

n T -
G ()

o m2) ©

0
472 +1n? 2
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Aufgabe 6.28:

Die Kurve Z(t) = (hl(t)

2—t
Koordinatenachsen ein Gebiet GG ein. Berechnen Sie Umfang und Inhalt von G.

) , t >0 schlieBt im 1. Quadranten der (x,y)-Ebene mit den

Lésung 6.28:

C: &(t) = (1““))7 0. \

2—1

Berechnung der Schnittpunkte (zg,0) und (0, yo)
der Kurve C mit den Koordinatenachsen: 23 i o @ Linge

y=2—-t=0 = t=2 = 17=1In(2),
r=lt)=0 = t=1 = y=1.

Bild zu Aufgabe 6.28:

In(¢
des Kurvenbogens Z(t) = (; )t) , 1<t <2
2 2 2 .
vV1+t 52
s Z/\/a'c2+y'2 dt:/ (1) +(=1)*dt = : dt = [\/1+t2 — In (L)
1

1 1
(vgl. z.B. Merziger, Formeln + Hilfen, S. 96, Integral 68 mit a = 1 und ¢ statt x)
= ﬁ—ln(%)—x/ﬁ—i—ln(l%—ﬂ).

Umfang des Gebietes (G, das von der Kurve C und den Koordinatenachsen eingeschlossen wird:

U=s+Im@2)+1=1+V5-vV2+In(v10+ V5 -2 —-1) =~ 2,915.
Inhalt des eingeschlossenen Gebietes G':

F(G) =

»—\Hm

1
2

%f@ﬂﬂ'bﬂ)—%%2—ﬂ)ﬁ‘

(a:~y—j;~y)dt‘:

1
2

H%l\?

ﬂ—%—m@M4ZMV%1+94Mm2

1




Windelberg: Mathematik fiir Ingenieure, Kapitel 6 Stand: 18. August 2008 6023

Polarkoordinaten

Aufgabe 6.29:
Durch die Polarkoordinatendarstellung 7 =a- (1 +sin(g)), wobei 0< ¢ <2-7, a >0,
ist eine Schar geschlossener ebener Kurven gegeben.

Bestimmen Sie den Scharparameter a so, dass die von der zugehérigen Kurve eingeschlossene
Flache den Inhalt 2 - 7 hat, und skizzieren Sie diese Kurve.

Losung Aufgabe 6.29:

r=a-(l+sin(p)), 0< e <2-7, a>0.

Wegen (2 - 7) = a = r(0) sind alle Kurven der Schar geschlossen. Die zum Scharparameter

gehorige Kurve umschliefit eine Flache vom Inhalt

N[

2.
F = —-frg-dgo = %-aQ-f{(1+2-sin(gp)+(sin(gp))2}-dgp
0
: %-gp—i-sin@-gp)]iﬂ =1-ad® 271247142 = 2-7-d>.
F=271<3nrad=2n71<<>a=23 (wegena>D0).
Y
Wertetabelle und Skizze
fiir die Kurve

r(p) = 3vV3 (1 +sinp), 0 < p < 2m:
2 T

0 2\/3~ 1,155
z V31,732

= 2V3+1~2155

s 4 ~ 25 A . £
T 4/3~2,309 ~ N

7 ~
= L/3%0,577 ;
L 2V3-1=~0,155 Aufgabe 6.29: Kardioide

_ T\ _ o . [ cos(p)
3 0 ( y ) =2 (1 +sin(y)) ( sin (i) )
0<e<2r

Ferner gilt:

Die Kurve ist bekannt unter dem Namen Kardioide (Herzkurve).
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