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7 Anwendungen zweidimensionaler Differentialrechnung

Unbestimmte Ausdriicke
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Regel von ’Hospital:
Sind f und g in einer Umgebung von xo differenzierbar und ist
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Aufgabe 7.1: Ermitteln Sie die folgenden Grenzwerte, soweit moglich mit den Regeln von
I’HOSPITAL:
cos(x)

Aufgabe 7.1.1: lim
zor/2 T — /2

o o
Losung: Fall [2]:  lim cos(e) [8] yp, —sm@ _
z—oT/2 T — 7T/2 x—T/2 1
23
Aufgabe 7.1.2: lim —,
r—oo e%
3 [= 3.2 [ 6 % 6
Losung: Fall [2]:  lim — 5] i I v By 82
— 0 z—00 e+ T—00 e’ 00 T o0 er
] 2
Aufgabe 7.1.3: lim M,
L—00 \/E
Lésung von Aufgabe 7.1.3: Fall [&2]
In(z))? [ 2-In(z)- 1 1-1 S 8
lim (In(z)) [::] lim % = lim n() [::] lim —= =0
T—00 \/E T—00 5z T—00 \/E =00 A/ T
, tan(z)
Aufgabe 7.1.4: lim ———
=5 In (% — 33)
Lésung von Aufgabe 7.1.4: Fall [2]
t o0 _ T 0 1
LN T e LR , = o0
i In (2 —2)  aozcos?(z)  snz- —2-sin(z) - cos(x)

Aufgabe 7.1.5: lim z - In(x)

x—0t
Lésung von Aufgabe 7.1.5: Fall [0 - o]

. [0-00] i Inz
lim z-In(zr) === lim ——
rz—0t z—0+ P z—0+ (_x_z) z—0F

Bild zu Aufgabe 7.1.5:
z-In(z)  zp=0"
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Aufgabe 7.2: Skizzieren Sie die folgende Kurve in der Umgebung
des Punktes zy und berechnen Sie die folgenden Grenzwerte -
gegebenenfalls nach der Regel von I’'Hospital:

lim arcsin(2 - %) - cot(3 - %) 1
z—0
Lésung zu Aufgabe 7.2: Fall [0 - o] S
Es ist .
1 1 . 2 - - 2 0;
}EILI(I) arcsin(2 - x%) - cot(3 - =) :
[0-0c] . arcsin(2 - z?) "
250 tan(3 - 22)
[0] : 4
0 " \/14_27.:52 Bz'ld 2u éufgabe ’7.2.'2
= T arcsin(2 - z%) - cot(3 - =)
cos?(3-x2) zg =0

2-cos’(3-2%) 2

mm ——— =
1“)03.‘/1_4.1‘2 3

Aufgabe 7.3:

Skizzieren Sie die folgende Kurve in der Umgebung des Punktes x;
und berechnen Sie die folgenden Grenzwerte - gegebenenfalls nach
der Regel von I"Hospital: S
lim (l— ,1 )fﬁrmoz() J
e—0+ \x  sin(x)

Lésung von Aufgabe 7.3: Fall [co — oo

Es ist
. 1
lim [ - — —— T
a0+ (ZE sm(z)) | o
0 Bild zu A be 7.3:
[co —o0] .. sin(z) —x % ) cos(z) — 1 Z1 ZU 1Ufga ’
= hm —_— 0 = hm N —_ — —
e—0t & - sin(x) z—0+ sin(z) + x - cos(x) sinx o=
[0] . N
ol i — sin(x) —0 0

e—0+ 2+ cos(x) — x - sin(z)

Aufgabe 7.4: lim 2*

z—0t

Losung von Aufgabe 7.4: Fall [0°]
Da hier z im Exponenten auftritt, ist die Regel

Q= eln(@)

. . [09] . z R
anzuwenden: Es ist lim z*¥ = lim ™) = lim e
z—0t z—0+ z—0t

)

zn(x) __ e
- ’

wobei
& =lim, o+ z-In(z) = 1 ist.
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T—00

1 x
Aufgabe 7.5: lim (1 + —>
x

Lésung von Aufgabe 7.5: Fall [1%°]:
1 xT

Wegen (1 + —) = ¢*M0+1/7) wird zuniichst der Limes des Exponenten untersucht:
x

1 1
In(1+1 o\ 722 ) 1
Esist lim zln(l+1/z) = lim M = lim w = lim =

T

xz
Also erhélt man lim (1 + —> = ¢! = e (das war wegen lim (1+41/n)" = e zu vermuten!).
T—00 T n—oo

1
Aufgabe 7.6: lim (e‘” + 6(3'1‘)) 2e

T—r 00

Losung von Aufgabe 7.6: Fall [oc!]

Potenzregeln und logarithmisches Rechnen:

& =™

1 oy
lim (eZ + 6(3'1)) 2z (]
T—00
. ln(el‘#»e(gm))
limemee =55 = ¢® wobei
In (e + %)
& = lim ( ) L
T—00 2.x . y 2
M e®+3-e(372) . )
[oc] iy eGP Bild zu Aufgabe 7.6:
T ahee 2 (% + e(:m))ﬁ Ty =
, el27) 13 3 50
= lim = =
a—oo (e(=22) 4-1) - 2 2
also
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Geschosszahl nach der Niedersichsischen Bauordnung (NBauO)

§2(6): ein Vollgeschof ist ein Geschof, ... dessen Deckenoberkante im Mittel mehr als 1,60 m
iber der Geldndeoberfliche liegt.

Daher ist zu entscheiden, in welcher Hohe eine ebene Fliche (ndmlich die Deckenoberkante)
,iber* der Gelindeoberfliche liegt.

juristisches Mittel: Ist der Grundriss eines Hauses ein Rechteck, so wird nach juristischer Sicht
an den vier Eckpunkten A, B, C' und D des Grundrisses jeweils die Hohe h4, hp, he bzw. hp
der Deckenoberkante iiber der Gelidndeoberfliche gemessen. m; := (ha + hg + h¢ + hp)/4 ist
dann das juristische Mittel.

Aufgabe 7.7: Mittelwertbildung in der NBauO

Bestimmen Sie die Hohe der Deckenoberkante iiber der Geldndeoberfliche
7.7a) durch das juristische Mittel m; und

7.7b) durch das arithmetische Mittel m,

fiir die folgende Geometrie von Deckenoberkante und Geldnde:

Eckpunkte A :=(0,5,1), B:=(0,0,1), C':=(20,0,1) und D : (20,5,1).

Gelandehohe an den Riandern des Grundrisses:

Ezz()un% 5
=14+ — 2= B
FELt oY T Y
fiir 0 < y < 5

AD y =5 und

1 2
z—%-(:v—lo)—B
fir 0 < x <20

CD x =20 und

=14+ — 2= .
2=tV T gy Y
fiir 0 < ¢ < 5

BC y=0und z = 1 fir 0 <
r <20

Aufgabe 7.7): Grundriss und Gelindehdhen

(alle Angaben in m).

Lésung 7.7a)
Die Geldndeh&hen g4, gg, gc und gp an den vier Eckpunkten sind aus den vier Kurven der
Geldndehohe an den Réndern zu bestimmen: Es sind g4 =0, gg = 1, gc = 1 und gp = 0. Die
Hohe d der Deckenoberkante betrigt d = 1. Folglich ist die Héhe der Deckenoberkante iiber
dem Geldnde an den vier Eckpunkten
hA:d—gA:L hB:d—gB:(), hczd—gczlundhpzd—gD:O
und folglich

m; = 0.5

d.h. bei dieser Berechnung ist das Geschoss kein Vollgeschoss im Sinne der NBauO.
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Beginnend im Punkt B entsteht folgende Abwicklung der Geldndehohen:

B — A: Im Intervall 0 < < 5 ist

Lésung 7.7b)
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, und in diesem Intervall ist die Hohenlinie konstant: f(zx)
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betrdgt in diesem 20 m langen Intervall der Flacheninhalt

FCB

und die mittlere Gelidndehdhe 1.
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C —= B:esist 30 <z <50
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Deckenoberkante

Differenz zwischen Gelinde und
Aufgabe 7.7: Geldindehdhe lings des Grundrisses

Integral als Fliche zwischen Kurve und
x-Achse
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Der gesamte Flicheninhalt Fi., betrigt also

55 200 55 75

Foes = F F F Fep=——-—+—=4+20=——.

g A+ Fap + Fpc+ Fep & 3 +12+0 5
. , . . 4 1 75 3
Der Mittelwert des Flacheninhalts ist dann mitt (Fes) = o \T9) =1

Damit liegt die Deckenoberkante der Kellerdecke im Mittel um

3
1— (_Z) =175m

iiber der Gelindeoberfliche.

7006

d.h. bei mathematischer Mittelwertbildung ist das Geschoss ein Vollgeschoss im Sinne der

NBauO.

Zur Bestimmung des arithmetischen Mittels g der Geldndehthen kann auch wie folgt stiick-

weise integriert werden:

50

g = b_a/f )dr = o [ @) de

25 30 50
= s ([rwaes [(swws [Crwas [ w)

1 [ 2, 3 J7°
=5 L ot 25x_4-125$]m_0
r 1 r=25
—— (r—15)%-5.
B ETE TR st
-1 3 =30
—(x—25)% — —— - 25)% 4+ —— - (z — 25)*
Tl B gy T )LZ%
+ [217230)
oder
1 2 _ 3 1
= —(|b+Z-5—-:5 —— (10* = (=10)*) — 5- 20
77 50 ({+3 4 }+{3-20( (=10) ]
1, 7 . 3
—.52_ 1. 2. 9
+{25 35+4 5]+[0])
1 10 15 2000 25 35 15
= (B e 100+ = = 22 22 20
A N R YTy > 3t )
1 25 10 100 35 15 15
= 5100420+ 2 oy 22
50 LR T T S Sl Ry
1 25 75 1 —450+75+150 —225
= (=754 =4 Ty = . = = —0.75
0 TPt T 5 6 300

Folglich ist
oa=d—g=1.75
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