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1 Grundidee

Anordnung in der Geometrie wird oft nicht verstanden -
auch nicht nach der Lekt�ure der Karzel'schen Vorlesung

Einf�uhrung in die Geometrie

oder des gleichnamigen Buches.

Hier wird der Versuch unternommen,
nochmals den Karzel'schen Weg

von der Anschauung zur axiomatischen Darstellung
zu beschreiben -
in der Ho�nung,

dass weder die Idee der Anordnung
noch die der Grundlagen
in Vergessenheit ger�at.
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Haben zwei auf Kollisionskurs fahrende Segelfahrzeuge den Wind von derselben Seite,

so hat das luvw�arts fahrende Schi� dem leew�arts fahrenden Schi� auszuweichen.
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2 Anordnung in A(R2)
In der Vorlesungsmitschrift sowie in dem Buch

"
Einf�uhrung in die

Geometrie\ wird im Kapitel
"
a�ne angeordnete Ebene\ dargestellt,

wie sich Studenten

eine
"
Anordnung einer Ebene\,

eine
"
Ordnungsfunktion\ und

eine
"
Zwischenrelation\

vorzustellen haben.

Da diese Begri�e sowohl in der Anschauungsebene als auch in der
axiomatisch begr�undeten Geometrie vorkommen, gibt es kaum eine
Staatsexamenspr�ufung, in der diese Begri�e so verwendet werden,
wie sie von H. Karzel eingef�uhrt wurden.

Hier soll daher wiederholt nochmals der Gedankengang dargestellt
werden, damit der Anordnungsbegri� auch in Zukunft nicht verloren
geht.
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2.1 De�nition einer Ordnungsfunktion in A(R2)
In der a�nen reellen Ebene A(R2) ist

E = R2 die Menge der Punkte.

Die Geraden in A(R2) beschreiben wir in der Form�
R
2 �! R

2

(m; c) �! < m; c >:=
�
(x; y) 2 R2 ; y = m � x + c

	
und �

R �! R
2

c �! < c >:=
�
(x; y) 2 R2 ; x = c

	
Dann wird die Menge der Geraden beschrieben durch

G := f < m; c > ; m; c 2 Rg [ f < c > ; c 2 Rg

Wir betrachten R als angeordneten K�orper R(�) und beschreiben un-
sere Ebene nun durch

A(R2;G;�)
In dieser Ebene f�uhren wir dann eine Abbildung

"
�\ ein:

� :

8<
:

G � R� R �! R

(< m; c >; x; y) �! < m; c > �(x; y) := m � x + c� y
(< c >; x; y) �! < c > �(x; y) := �x + c
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< 1 >

< �1:15 ; 0 >
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2.2 Eigenschaften von G � (x; y)

�Ubungsaufgabe

Es gelten folgende Eigenschaften:

(14.2) G � (x; y) = 0 , (x; y) 2 G

(14.3) G � [(x1; y1) + (x2; y2)] = G � (x1; y1) +G � (x2; y2)�G � (0; 0)

(14.4) G � [� � (x; y)] = � �G � (x; y) + (1� �) � (G � (0; 0))

D.Windelberg: Anordnung in der
"
Einf�uhrung in die Geometrie\: 35. Arbeitstagung �uber Geometrie und Algebra, Berlin 2008 5. M�arz 2008 (ordnung.tex)



2 Anordnung in A(R2) 8

2.3 De�nition einer Ordnungsfunktion (Gj(x1; y1); (x2; y2))

In A(R2;G;�) de�nieren wir f�ur ~a := (a1; a2) 2 R
2 und ~b := (b1; b2) 2 R

2

�< :

( �
G � R2 � R2

�
0

�! f�1; 1g�
G;~a;~b

�
�!

�
G j~a;~b

�
<

:= sign
�
(G � ~a) � (G �~b)

�
wobei

�
G � R2 � R2

�
0

:=
n
(G;~a;~b) 2 G � R2 � R2 ; ~a;~b =2 G

o
.

�Ubungsaufgabe

F�ur diese Funktion gelten die beiden folgenden Eigenschaften:

(13.6) F�ur alle G 2 G und alle ~a; ~b 2 R2 nG gilt:�
Gj~a; ~b

�
=
�
Gj~b; ~a

�
(13.7) F�ur alle G 2 G und alle ~a; ~b 2 R2 nG gilt:�

Gj~a; ~b
�
�
�
Gj~b; ~c

�
= (Gj~a; ~c)
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2.4 De�nition einer angeordneten Ebene

Diese auf
�
G � R2 � R2

�
0

de�nierte Funktion �<,
f�ur die die Eigenschaften (13.6) und (13.7) gelten,
wird Ordnungsfunktion genannt.

Mit dieser Ordnungsfunktion wird
�
G � R2 � R2

�
0

zu einer

angeordneten Ebene
die wir mit A(R2;G; �<) bezeichnen wollen:
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�Ubungsaufgabe

In A(R2;G; �<) gelten:

A 1 (Geradenrelation) F�ur alle F;G;H 2 G und alle ~a; ~b; ~c 2 R2 mit

~a; ~b; ~c 2 H, ~c 2 F \G und ~a; ~b =2 F; G gilt:�
F j~a; ~b

�
=
�
Gj~a; ~b

�

A 2 Es seien ~a; ~b; ~c 2 R2 drei verschiedene kollineare Punkte und

A;B;C 2 G mit A \ ~a; ~b = ~a, B \ ~a; ~b = ~b und C \ ~a; ~b = ~c.
Dann gilt:

Genau einer der drei Werte

8>><
>>:

�
Aj~b; ~c

�
(Bj~c; ~a)�
Cj~a; ~b

�
9>>=
>>; ist gleich -1

V 1 F�ur alle G 2 G und alle ~a; ~b 2 R2nG mit�
Gj~a; ~b

�
= �1 gilt G \ ~a; ~b 6= ;
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2.5 De�nition einer Seiteneinteilung

Durch die Ordnungsfunktion �< wird eine Seiteneinteilung de�niert:

Seiteneinteilung

In A(R2;G;�) sind jeder Geraden G 2 G zwei Teilmengen
fGg+ :=

�
~a 2 R2 ; G � ~a > 0

	
und

fGg� :=
�
~a 2 R2 ; G � ~a < 0

	
zugeordnet; damit ist

E = R2 = fGg+ [ G [ fGg�

eine disjunkte Zerlegung von E = R2.
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2.6 De�nition einer Zwischenrelation

Mit Hilfe der Seiteneinteilung wird auf einer beliebigen Geraden eine
Zwischenrelation de�niert:

Zwischenrelation

Es sei G 2 G eine beliebige Gerade in A(R2;G;�).
Dann f�uhren wir auf G folgende Relation (j; ) ein:

(j; ) :

(
G30 �! f1;�1g�

~a; ~b; ~c
�
�!

�
~a j ~b; ~c

�
:=
�
H j ~b; ~c

�
wobei G30 :=

n�
~a; ~b; ~c

�
2 G3 ; ~a 6= ~b; ~c

o
sowie H 2 G mit ~a 2 H und H 6= G ist.

Diese Relation zwischen drei Punkten von G wird Zwischenrelation
genannt.
Wegen A 1 ist diese Relation wohlde�niert.
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�Ubungsaufgabe

F�ur eine Zwischenrelation gelten die folgenden Eigenschaften:

(Z 1) F�ur alle
�
~a; ~b; ~c

�
2 G30 gilt:�

~a j~b; ~c
�

=
�
~a j~c; ~b

�

(Z 2) F�ur alle ~a; ~b; ~c; ~d 2 G mit ~a 6= ~b; ~c; ~d gilt:�
~a j~b; ~c

�
�
�
~a j~c; ~d

�
=
�
~a j~b; ~d

�

(Z 3) F�ur drei verschiedene Punkte ~a; ~b; ~c 2 G gilt:

genau einer der Werte
�
~a j~b; ~c

�
;
�
~b j~c; ~a

�
;
�
~c j~a; ~b

�
ist gleich -1
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3 De�nition einer Anordnung in einer a�nen Ebene

Wir wollen hier die zuvor zum Teil als �Ubungsaufgaben formulierten
Eigenschaften verwenden, um Anordnung axiomatisch einzuf�uhren.

Dazu de�nieren wir

in einem speziellen Inzidenzraum

eine Seiteneinteilung und damit

eine Ordnungsfunktion.
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3 Angeordnete Ebene

Es sei (E;G) ein Inzidenzraum mit E 1 und I 3
d.h. also:

� E ist eine Menge, deren Elemente wir Punkte nennen, und

� G ist eine Teilmenge der Potenzmenge von E, deren Elemente wir
Geraden nennen.

� Es gilt I 1:
Zu x; y 2 E mit x 6= y gibt es genau ein G 2 G mit x; y 2 G.

� Es gilt I 3:
F�ur alle G 2 G gilt jGj � 3.

� Es gilt E 1:
Es gibt 3 nicht kollineare Punkte.
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3.1 De�nition einer Seiteneinteilung

Jeder Geraden G 2 G seien zwei Teilmengen

fGg+; fGg� � E

so zugeordnet, dass gilt

E = fGg+ [ G [ fGg� ist eine disjunkte Zerlegung von E

fGg+ und fGg� heissen Seiten von G.

Dann de�nieren wir:

� :

8>><
>>:

(G � E � E)0 �! f1;�1g

(G; a; b) �! (Gja; b) :=

8<
:

+1; falls entweder a; b 2 fGg+

oder a; b 2 fGg� gilt

�1; sonst
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�Ubungsaufgabe

F�ur diese Seiteneinteilung gelten die beiden folgenden Eigenschaf-
ten:

(13.6) F�ur alle G 2 G und alle a; b 2 E nG gilt:
(Gja; b) = (Gjb; a)

(13.7) F�ur alle G 2 G und alle a; b 2 E nG gilt:
(Gja; b) � (Gjb; c) = (Gja; c)

Diese Abbildung � hei�t Ordnungsfunktion.

Bemerkung: Wir h�atten auch auf die De�nition einer Seiteneinteilung
verzichten k�onnen und eine Ordnungsfunktion als eine Abbildung �
mit den Eigenschaften (13.6) und (13.7) einf�uhren k�onnen.

D.Windelberg: Anordnung in der
"
Einf�uhrung in die Geometrie\: 35. Arbeitstagung �uber Geometrie und Algebra, Berlin 2008 5. M�arz 2008 (ordnung.tex)



3 De�nition einer Anordnung in einer a�nen Ebene 18

3.2 De�nition einer angeordneten Ebene

Es sei (E;G; �) ein Inzidenzraum mit E 1 und I 3 sowie
mit einer Ordnungsfunktion �.
(E;G; �) hei�t angeordnete Ebene,
wenn die drei folgenden Axiome gelten:

A 1 (Geradenrelation) F�ur alle F;G;H 2 G und alle a; b; c 2 E mit
a; b; c 2 H, c 2 F \G und a; b =2 F; G gilt:

(F ja; b) = (Gja; b)

A 2 Es seien a; b; c 2 E drei verschiedene kollineare Punkte und
A;B;C 2 G mit A \ a; b = a, B \ a; b = b und C \ a; b = c.
Dann gilt:

Genau einer der drei Werte

8><
>:

(Ajb; c)

(Bjc; a)

(Cja; b)

9>=
>; ist gleich -1

V 1 F�ur alle G 2 G und alle a; b 2 EnG mit

(Gja; b) = �1 gilt G \ a; b 6= ;
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3.3 De�nition einer Zwischenrelation

Zwischenrelation

Es sei G 2 G eine beliebige Gerade in einer angeordneten Ebene
(E;G; �).
Dann f�uhren wir auf G folgende Relation (j; ) ein:

(j; ) :

�
G30 �! f1;�1g

(a; b; c) �! (a j b; c) := (H j b; c)

wobei G30 :=
�
(a; b; c) 2 G3 ; a 6= b; c

	
sowie H 2 G mit a 2 H und H 6= G ist.

Die Relation (j; ) zwischen drei Punkten von G hei�t Zwischenrelation.

Wegen A 1 ist diese Relation wohlde�niert.
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3.4 De�nition einer a�nen desarguesschen angeordneten Ebene

Um den Zusammenhang zwischen der Anordnung eines K�orpers und
der Anordnung einer Geometrie herzustellen, betrachten wir eine af-
�ne desarguessche angeordnete Ebene (E;G; �).

In dieser Ebene k�onnen wir auf einer Geraden K 2 G

- zun�achst zwei (verschiedene) Punkte 0 und 1 festlegen und dann

- K mit einer K�orperstruktur versehen und

- eine Anordnung < auf den K�orper K mit Hilfe des Seiteneinteilung

�ubertragen:

(1) 0 < 1

(2) p < q p 6= q und

�
(pj0; q) � (0j1; p) = �1; falls p 6= 0
(0j1; q) = 1; falls p = 0

�
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Vielen Dank

an meinen Doktorvater

Helmut Karzel
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