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1 Grundidee

1 Grundidee

Anordnung in der Geometrie wird oft nicht verstanden -
auch nicht nach der Lektiire der Karzel’schen Vorlesung

Einfiihrung in die Geometrie
oder des gleichnamigen Buches.

Hier wird der Versuch unternommen,
nochmals den Karzel’schen Weg
von der Anschauung zur axiomatischen Darstellung
zu beschreiben -
in der Hoffnung,
dass weder die Idee der Anordnung
noch die der Grundlagen
in Vergessenheit gerit.
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1 Grundidee
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Haben zwei auf Kollisionskurs fahrende Segelfahrzeuge den Wind von derselben Seite,
so hat das luvwirts fahrende Schiff dem leewirts fahrenden Schiff auszuweichen.
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2 Anordnung in A(R?)

In der Vorlesungsmitschrift sowie in dem Buch .,Einfithrung in die
Geometrie*“ wird im Kapitel ,,affine angeordnete Ebene*“ dargestellt,
wie sich Studenten

eine ,,Anordnung einer Ebene*,
eine ,,Ordnungsfunktion* und

eine ,,Zwischenrelation®

vorzustellen haben.

Da diese Begriffe sowohl in der Anschauungsebene als auch in der
axiomatisch begriindeten Geometrie vorkommen, gibt es kaum eine
Staatsexamenspriifung, in der diese Begriffe so verwendet werden,
wie sie von H. Karzel eingefiihrt wurden.

Hier soll daher wiederholt nochmals der Gedankengang dargestellt
werden, damit der Anordnungsbegriff auch in Zukunft nicht verloren
geht.
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2.1 Definition einer Ordnungsfunktion in A(R?)
In der affinen reellen Ebene A(R?) ist

FE = R? die Menge der Punkte.

Die Geraden in A(R?) beschreiben wir in der Form
R* — R?
(m,c) — <m,c>={(z,y) eR?*; y=m-z+c}

und
R — R?

¢ — <c>={(z,y) eR*; z=c}
Dann wird die Menge der Geraden beschrieben durch
G ={<mye>,mceR}U{<c>, ceR}

Wir betrachten R als angeordneten Koérper R(<) und beschreiben un-
sere Ebene nun durch

AR% G, <)
In dieser Ebene fithren wir dann eine Abbildung ,,0* ein:
GXxRxR — R
o: ¢ (K<m,e>z,y) — <m,c>o(x,y)=m-x+c—y

(<e>z,y) — <c>olx,y)=—x+cC
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2.2 Eigenschaften von G o (z,y)

Ubungsaufgabe

Es gelten folgende Eigenschaften:

(14.2) Go(z,y) =0 & (z,y) € G

(14.3) G o |(z1,41) + (¥2,92)] = G o (21,41) + G © (22,42) — G 0 (0,0)
(14.4) Go[A-(z,y)]=A-Go(z,y)+ (1 =X)- (Go(0,0))
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2.3 Definition einer Ordnungsfunktion (G|(z1,y1), (22, 12))

In A(R?, G, <) definieren wir fiir @ := (a1, as) € R? und b := (b;, by) € R?
{ (xR x B?)" — {11}

G,d,b — (G |a,b) = G (Gob
(6,0) (Gla.b) = sign ((God)-(Gob))

wobei (G x R? x Rz)/ = {(G,&,b) eGxR2xR?: q,b¢ G}.

Ubungsaufgabe

Fiir diese Funktion gelten die beiden folgenden Eigenschaften:
(13.6) Fiir alle G € G und alle @, b € R?\G gilt:

(G\a, E) — (G|E, a)
(13.7) Fiir alle G € G und alle a, b € R? \G gilt:
(G\a, 5) - (G\E, 5) — (G|a, &
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2.4 Definition einer angeordneten Ebene

Diese auf (G x R? x IR{2)/ definierte Funktion o,
fiir die die Eigenschaften (13.6) und (13.7) gelten,
wird Ordnungsfunktion genannt.

Mit dieser Ordnungsfunktion wird (g x R? x RQ)’ zU elner

angeordneten Ebene
die wir mit A(R? G, a.) bezeichnen wollen:
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2 Anordnung in A(R?)

Ubungsaufgabe

In A(R* G,a.) gelten:
Al (Geradenrelatlon) Fiir alle F, G, H € G und alle @, b, ¢ € R? mit

bcEH cc FNG und b%FGgllt G\/F

(F|a, 5‘) — (G\J, E)

ABOEletAﬂa b—a,

Dann gilt:
’(Aaa’
Genau einer der drei Werte ¢ (B|¢, @) % ist gleich -1
(1. b) |

V 1 Fiir alle G € G und alle a, = IR{Q\G mit
(G\a, E) — _1gilt GNa b0
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2.5 Definition einer Seiteneinteilung

Durch die Ordnungsfunktion a. wird eine Seiteneinteilung definiert:

Seiteneinteilung

In A(RQ, G, <) sind jeder Geraden G € G zwei Teilmengen
(G}t ={@deR’; God >0}
und
(G} ={deR? Goa< 0}
zugeordnet; damit ist
E=R*={G}" U G U {G}
eine disjunkte Zerlegung von E = R”.
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2.6 Definition einer Zwischenrelation

Mit Hilfe der Seiteneinteilung wird auf einer beliebigen Geraden eine
Zwischenrelation definiert:

Zwischenrelation

Es sei GG € G eine beliebige Gerade in A(RQ, g, <).
Dann fithren wir auf GG folgende Relation (|, ) ein:

' — {1,-1}
() - { (5, b 5) . (5\6, 5) - (H\E, 5)
wobei G¥ = {(a b 5) €GP a4b, 5}
sowie H € G mit a € H und H # G ist.

Diese Relation zwischen drei Punkten von G wird Zwischenrelation
genannt.
Wegen A 1 ist diese Relation wohldefiniert.
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Ubungsaufgabe

Fiir eine Zwischenrelation gelten die folgenden Eigenschaften:

(Z 1) Fiir alle (a, b, 5) c ¥ gilt:
(5\5, 5) _ (ma 5‘)
(Z 2) Fiir alle @, b, ¢, d € G mit @ £b, ¢ d gilt:
(ap.2)- (ale 7 (5“1 d)

(Z 3) Fiir drei verschiedene Punkte @, b, ¢ € G gilt:

genau einer der Werte ( |b, c) : (g\c, EL’) : (E’|EL’, b) ist gleich -1
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3 Definition einer Anordnung in einer affinen Ebene

Wir wollen hier die zuvor zum Teil als Ubungsaufgaben formulierten
Eigenschaften verwenden, um Anordnung axiomatisch einzufiihren.

Dazu definieren wir
in einem speziellen Inzidenzraum
eine Seiteneinteilung und damit

eine Ordnungsfunktion.
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3 Angeordnete Ebene

Es sei (F,G) ein Inzidenzraum mit E 1 und I 3
d.h. also:

e [/ ist eine Menge, deren Elemente wir Punkte nennen, und

e G ist eine Teilmenge der Potenzmenge von F, deren Elemente wir
Geraden nennen.

o Es gilt I 1:
Zu x,y € F mit x # y gibt es genau ein G € G mit =,y € G.

o Es gilt 1 3:
Fir alle G € G gilt |G| > 3.

o Es gilt E 1:
Es gibt 3 nicht kollineare Punkte.
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3.1 Definition einer Seiteneinteilung

Jeder Geraden G € G seien zwei Teilmengen

{G}7{G} CE

so zugeordnet, dass gilt
E={G}" U G U {G} ist eine disjunkte Zerlegung von E

{G}" und {G}  heissen Seiten von G.

Dann definieren wir:
((GxExE) — {1,-1}
+1, falls entweder a,b € {G}*
(G,a,b) — (Gla,b) = oder a,b € {G}~ gilt
\ —1, sonst
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Ubungsaufgabe

Fiir diese Seiteneinteilung gelten die beiden folgenden Eigenschaf-
ten:

(13.6) Fiir alle G € G und alle a, b € EF\G gilt:
(Gla, b) = (G1b, a)
(13.7) Fiir alle G € G und alle a, b € F\G gilt:
(Gla, b) - (Gb, ) = (Gla, ¢)

Diese Abbildung o heif3t Ordnungsfunktion.

Bemerkung: Wir hitten auch auf die Definition einer Seiteneinteilung
verzichten kénnen und eine Ordnungsfunktion als eine Abbildung o
mit den Eigenschaften (13.6) und (13.7) einfiihren kénnen.
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3.2 Definition einer angeordneten Ebene

Es sei (F,G,a) ein Inzidenzraum mit E 1 und I 3 sowie
mit einer Ordnungsfunktion «.

(E,G,a) heiit angeordnete Ebene,
wenn die drei folgenden Axiome gelten:

A 1 (Geradenrelation) Fiir alle F,G, H € G und alle a, b, c € E mit
a,b,ce H, ceFNG und «a,bé¢F, G gilt:

(Fla, b) = (Gla, b)

A 2 Es seien a, b, ¢c € F drei verschiedene kollineare Punkte und
A B,Cegmit ANa,b=a, BNa,b=b und CnNa,b=c.

Dann gilt:
[ (A]b, ¢) )
Genau einer der drei Werte < (B|c, a) » ist gleich -1
| (Cla, b) |

V 1 Fiir alle G € G und alle «a, b € E\G mit
(Gla, b) = =1 gilt GNa, b#(
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3.3 Definition einer Zwischenrelation

Zwischenrelation

Es sei G € G eine beliebige (Gerade in einer angeordneten Ebene
(E,G,a).
Dann fithren wir auf GG folgende Relation (|, ) ein:
| G — {1,-1}
() {(a, b, ¢c) — (al|b, ¢):=(H|b, ¢
wobei G* = {(a, b, c) € G®; a#b, c}
sowie H € G mit « € H und H # (G ist.

Die Relation (|, ) zwischen drei Punkten von G heif3t Zwischenrelation.
Wegen A 1 ist diese Relation wohldefiniert.
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3.4 Definition einer affinen desarguesschen angeordneten Ebene

Um den Zusammenhang zwischen der Anordnung eines Korpers und
der Anordnung einer Geometrie herzustellen, betrachten wir eine af-
fine desarguessche angeordnete Ebene (F, G, a).

In dieser Ebene konnen wir auf einer Geraden K € ¢
- zunichst zwei (verschiedene) Punkte 0 und 1 festlegen und dann

- K mit einer Korperstruktur versehen und

- eine Anordnung < auf den Korper K mit Hilfe des Seiteneinteilung

tibertragen:
(1)0< 1
(pl0,q) - (0]1,p) = -1, falls p#0
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