natiirlicher Spline

Problem: Oft wird zu mehreren Punkten (in einer Ebene oder im Raum) eine Kurve
gesucht, die genau durch diese Punkte geht. Wenn diese Kurve nicht allzu viele Wellen
enthalten soll, eignet sich dazu eine Spline-Interpolation.

Aufgabe: Es wird ein ,natiirlicher Spline“ durch die drei Punkte E, =
(0,0), By = (—2,—1), Ey = (0, —2) gesucht (siche Bild).
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Bild: Natiirlicher Spline zwischen den Punkten (0,0), (—2,—1) und (0, —2)

Dabei heisst eine Kurve S natiirlicher Spline durch die Punkte Ey, £ und
E5, wenn gilt:

S setzt sich zusammen aus zwei kubischen Polynomen |}y ;)(¢) und Z|p; 9 (),
wobei

—

i) () = (@i (1), y

pan(t) mit i<t <i+1 ie{0,1,2}
ist mit den Eigenschaften:

L. Fiir jedes ¢ mit 0 < ¢ < 1 ist &} ;41)() eine kubische ganzrationale
Funktion.

2. Die Kriimmung ist am Anfang und am Ende gleich 0,
und in dem Verbindungspunkt E; dndert sich die Kriimmung nicht.

e Die Kriimmung in Ej ist gleich 0.
e Die Kriimmung &ndert sich in dem Verbindungspunkt F; nicht.

e Die Kriimmung in FEs ist gleich 0.
3. Die Gesamtkurve hat keinen Knick.
4. Fiir jedes ¢ mit 0 < i <1 liegt E; = (x;,y;) auf dieser Kurve

5. Fir jedes i mit 0 <i <1 liegt E;11 = (241, yi+1) auf dieser Kurve.
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Losung (Blatt 1/2) zu Aufgabe: natiirlicher Spline

Alle Punkte sollen auf einem Spline mit ,,natiirlicher” Randbedingung liegen, d.h. es soll gelten:
zu je zwei benachbarten Punkten E; und EF;; mit 0 <¢ < 1 werden kubische Polynome

)iy (t)  und Yl i (t)
gesucht, so daB die stiickweise durch
i+ () = @]fi01 (0, Yliey () mit 1 <t <i+41

beschriebene Kurve folgende Eigenschaften hat:

1. Fiir jedes i mit 0 <4 < 1 ist &|}; ;4.1)(t) ein kubischer Spline,
d.h. es glbt Vektoren a[i,i-‘rl]r g[i,i-‘rl]v E[i,i-i—l] und dii,i-‘rl] mit

Tl,i41)(t) = i1y + g[i,iﬂ] St —0) + Civry - E—0)%+ Cﬁmﬂ] S(t—1i)?

fir i<t<i+1 (1)
2. Die Kriimmung ist am Anfang und am Ende gleich 0,
und in dem Verbindungspunkt E; adndert sich die Krimmung nicht.
e Die Kriimmung in Ej ist gleich 0, d.h.
Clo,11 =0 (2)
e Die Kriimmung &ndert sich in dem Verbindungspunkt E; nicht, d.h.
d d _
d?17|[071](1) = @x [1,2] (0)
dh. Coy+3-doy = iz (3)
e Die Kriimmung in Ej ist gleich 0, d.h.
2 +3- d_il,Z] =0 4)
3. Die Gesamtkurve hat keinen Knick, d.h.
d d
Fra 01(1) = ath] (0)
d.h.
5[0,1} +2- o, +3- d_EO,l] = 5[1,2} (5)
4. Fiir jedes i mit 0 < i <1 liegt E; = (x;,y;) auf diesem Spline, d.h.
(0,0)=Eo = lj,1)(0) = djo 1 (6)
(=2,-1)=E1 = &|312(0)=dpy (7)
5. Fiir jedes i mit 0 < ¢ <1 liegt E;+1 = (%41, ¥i+1) auf diesem Spline, d.h.
(=2,-1)=E; = &|p(1) = o1 + o + o + o]
0,-2)=E> = &lpo(l) =dpg +0pg+ &g +duy
und damit wegen (6) und (7)
(=2,-1) = b+ o +do (8)
(0,-2) = (=2,—1)+bpo + g +dna oder (2,—1)=bpo +cug+dug (9
a o es . . .o .
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Losung (Blatt 2/2)

zu Aufgabe: natiirlicher Spline

Es gilt also djo 1) = (0,0) nach (6)

und @y 9] = (=2, —1) nach (7)

und ¢4 = (0,0) nach (2)

sowie das folgende lineare Gleichungssystem

rechte
Gl b[O,l] [071] b[172] 5[172] d[172] Seite
3 0 3 0 -1 0 (0,0) 1
4 0 0 0 1 3 (0,0) 1
5 1 3 -1 0 0 (0,0) X 0 0 1
8 1 1 0 0 0 (—-2,-1) 1
9 0 0 1 1 1 (2,-1) 1
b2 = bjo,1) +3 - djo1 ‘
3’ 0 3 0 1 0 (0,0) X 0 1
4 0 0 0 1 3 (0,0) 1
8’ 1 1 0 0 0 (—2,-1) 1
9 1 3 0 1 1 (2,-1) 1
Ca = 3-doy |
47 0 3 0 0 3 (0,0) X 0 -1
8” 1 1 0 0 0 (—2,-1) 1
9”7 1 6 0 0 1 (2,-1) 3
dpi2) = —djo.] |
8"’ 1 1 0 0 0 (-2,-1) | X -3
97’ 3 15 0 0 0 (6,—3) 1
‘ b = (=2,-1) - 70 1] ‘
(97 ] 0 12 | 0 0 0 | (12,00 [X

' CZEO.,l] = (170) ‘

also do )= (1 0) und damit 5’[071] =(-2,-1)—(1,0) = (-3,-1)
und damit d[l 91 = —(1,0) = (~1,0)

und damit ¢y 9) = 3 - (1,0) = (3, 0)

und damit by o) = (—3, 1) + 3 (1,0) = (0, —1)

Nach (1) ist dann

oyt = (0,004 (=3,-1)-t+(1,0)-t° 0<t<1
FAnat) = (=2,-1)+0,-1) -t -1)+3,0)-(t -1 +(-1,0)-(¢t-1)° 1<t<2 (10)
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¢ ){ AG .Qua‘ht“at im Institut fiir Mathematik aufels.tex / 05.02
N’/ Universitit Hannover



