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22 Differentialgleichungs-Systeme

lineares Differentialgleichungssystem 1. Ordnung

Zwei oder mehrere Funktionen yi(z), yo(z), ..., yu(z) (oder x(t), y(t), ...) bilden ein
ylineares Differentialgleichungssystem 1. Ordnung®, wenn sie sich beschreiben lassen
in der Form Y, n 1 (z)

Yy = A(x) - Y2 + 7o(T)

Yn Yn ()

wobei A(x) eine n x n-Matrix und r(:z;) ein nur von z abhéngiger Vektor ist

( r(z) wird auch als , Storvektor® bezeichnet).

Homogenes lineares DGL-System 1. Ordnung (n = 2)

(o) =20-(n) o (50 ) =20 (50

Losungs-Verfahren klassisch

HA Es wird das DGL-System aufgelost nach ¢} = ... und y5 = ...

HB Falls ¢} die Variable y» enthélt, wird

a) die Gleichung | = ... nach y, aufgelost
b) y; nach x abgeleitet, so dass y; eine Funktion von ¢} (und eventuell auch
von y) wird.

Dadurch wird erreicht, dass wir eine DGL in y; erhalten, die kein y, enthilt.
HC In der DGL von y; wird y; berechnet.
HD Es wird y, berechnet (gegebenenfalls in Abhéngigkeit von ;).
HE Die Losung ist in der Form
n <1 1(I) <9 1(I) *3 ﬁ Cy =
— C . s +C . ’ = ( ) . — @ 'C
( Yo ) 1 < ZLQ(I) ) 2 < 2272(x) \ Zl(ZL’ ZQ(.T 02

darzustellen (die Funktionen z (z) und z5(z) sind anzugeben).

Losungs-Verfahren mechanisch

HM1 Es werden mégliche Eigenwerte A der Matrix A(z) bestimmt.
HM2 Zu jedem Eigenwert \; werden die zugehorigen Eigenvektoren 7/ bestimmt.

HM3 Die allgemeine Losung hat dann folgende Basislosungen (vergl. REP S.448):

a) falls \; einfache reelle Nullstelle ist: e - 27
b) falls \; = a; + b; - i einfache komplexe Nullstelle ist:
e . (cos(b; - x) + i -sin(b; - z)) - 2
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Aufgabe 22.1:

Lésen Sie das lineare Differentialgleichungssystem
0 _ -1 0 N
Ys 0 -2 Y2
Lo6sung (klassisch) von Aufgabe 22.1:

Dieses DGL-System ist ein homogenes DGL-System.
(HA) Wir I6sen das DGL-System auf:

(HB) enttillt

(HC) Aus ergibt sich nach dem Verfahren ,, Trennung der Verdnderlichen*
fiir f(2) =1 und g(y1) = —yu:

dy

:—/ dr  oder In(|y|)=-z+c¢
Y1

und damit

h=e% K fir K €R
(HD) Da y, nicht von y; abhingig ist, gilt:

Aus ergibt sich nach dem Verfahren ,, Trennung der Verdnderlichen®
fiir f(z) = =2 und g(y2) = v2:

dys

:—2-/dx oder In(jya]) =—-2-2+¢
Y2

und damit

v =e 2. K, fir K,€R

(HE) Insgesamt kann man diese beiden Losungen () und (5]) zusammenfassen:

yl — .—JI. 1 .—2'1‘. O
() e (o) v (1)

mitw:<e:)undw:(eom>

oder
_ 1 . 0
(?ﬁ): 1'6t'<0>“‘2'62t'< )

—

22002



Windelberg: Mathematik fiir Ingenieure, Kapitel 22 swand: 1s. august 2008 22003

L6sung (mechanisch) von Aufgabe 22.1:

(HM1) Wir bestimmen die Eigenwerte der Matrix , also von A(x) = ( _01 _02 ):

—1-2A 0

. _Q_A‘:o = (F1=N)-(=2=N) =0

= /\1 =—1 , )\2 = -2 (6)

(HM2) Nun suchen wir die zu Ay = —1 (bzw. zu Ay = —2) gehorigen Eigenvektoren, d.h. wir
suchen Vektoren zj (bzw. z3), fiir die das lineare Gleichungssystem

(A(@) =M -E)-Z =0 (baw. (A(z) = Xo- E) -2 = 0)
gilt:

zu Ay = —1: Es gilt fiir z_f = ( 11 ):

21,2

—1-A 0 0 0 0
(A(x)—Al'E)‘Z_f:< 0 —2—A1>'?1:(0 —1>'z—1>:<—2172>’

und daher folgt aus (A(z) — A - E) -2 =0

7u Ay = —2: Es gilt fiir z_2> = ( 2,1 ):

1= 0 10

(HM3) Dann kann die Gesamtlosung bestimmt werden:

Die Basislosung zu dem einfachen reellen Eigenwert A\; = —1 lautet nach
1
—z
= ()
Die Basislosung zu dem einfachen reellen Eigenwert Ay = —2 lautet nach

o ()

Damit ist
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Aufgabe 22.2:
Lésen Sie das lineare Differentialgleichungssystem

!
(zl>:(2 g)(?) mit a>0und b >0 (9)
9 2

Bestimmen Sie die Losungskurven dieses Systems fiir a = b = 2 und geben Sie in diesem Fall
die spezielle Lésung an
a) durch den Punkt (y;(0),y2(0)) = (5, 3)

b) durch den Punkt (y;(0),y2(0)) = (3,5)

Lo6sung (klassisch) von Aufgabe 22.2:
Dieses DGL-System ist ein homogenes DGL-System.

(HA) Wir 16sen das DGL-System auf:
Yy =a-yo (10)
Yy ="b-1 (11)

(HB) Da y; die Variable y, enthélt, rechnen wir

a) (Auflosung der Gleichung nach ys:)
Y2 = % Y (12)
b) (Aus wird y{ berechnet:)
yi=a-y
und es wird ¢, aus eingesetzt:
yi=a-b-y, oder y—a-b-y;=0 (13)

(HC) ([13) ist eine ,lineare DGL hoherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten, also mit
Ansatz: y, = M (14)
Dann ergibt sich durch Einsetzen in die charakteristische Gleichung
M—a-b=0 oder A=4+Va-b
und damit

g =Ky - eVt 4 K, e Ve (15)

(HD) Da y von y; abhingig ist, gilt:
Aus ergibt sich
y’l :Kl.\/a.b.em-x_KQ. /a_b,e—\/ﬂ-x

und damit nach(12):

b 3 b /ad
Yy = Kl . \/j e abxr K2 . \/j e a-b-x (16)
a a
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(HE) Insgesamt kann man diese beiden Losungen und zusammenfassen:
1 Vab 1 —Vab 1
— Kl . e aox | \/; _|_ K2 - e a0z | \/;
Y2 a “Va
Vaba

Vaba
mitm: ( \/f.e\/ﬂ-w>undm:(—\/%-e a.b.m>

oder

o

(iEg):Kl'em.t-<\}g)—l—Kz'em't'(_l%) (17)

Losungskurven fiir a = b = 2: Aus ergibt sich in diesem Fall

(3 ) = (n) e () "
(3)- (20 o (D) amcmon (1) (fe k)

a180K1+K2:5undK1—K2:3, d.h. K1:4undK2:1.

(3)= Gy )=o) e ()= (R 1K)

also Kl +K2 = 3 und Kl —K2 = 5, d.h. Kl =4 und K2 =—1.

durch

durch

L6sung (mechanisch) von Aufgabe 22.2:

(HM1) Wir bestimmen die Eigenwerte der Matrix aus (H), also von A(z) = ( 2 8 ):

‘—)\ a

_ 2 g
b_)\‘—() = A a-b=0

=  M=Va-b und MN=-Va-b (19)
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(HM2) Nun suchen wir die zu /\1 =Va-b (bzw.zu Ay

22006

—va - b) gehorigen Eigenvektoren,

d.h. wir suchen Vektoren z{ (bzw. 7%) fiir die das lineare Gleichungssystem
(Ax) =M -E)- 21 =0 (baw. (A(x) =X+ E)- 7 =0)
gilt:
zu A\ = Va-b: Es gilt fiir z{ = ( ?’1 >:
1,2
-2 —Va-b a
(A(x)_/\l'E)'Z_l> = < bl _63\1)'2_1):( b _m>2_1>
_ —Va-b-zig+a-z2
5'21,1 - \/a'b'Zl’Q
und daher folgt aus (A(z) — A\ - E) -2 =0
21,1 21,2 r.S. Regie
—Va-b a 0 b
@ —Va-b 0 va-b|b-zi=vVa-b -z
0 a-b—a-b| 0
also
0- 212 = 0,
d.h. wir kénnen z; » als Parameter wihlen.
Wir wihlen 2,5 = 1. Dann ist 2, ; = \/% und damit
z_1>:|R~< 1E> (20)
zu Ay = —Va - b: Es gilt fiir ?5 = < §271 ):
2,2
—A a-b a
(Az) -\ - E)- 7 = ( . _C;2>.Z—2>:(Vb m);;
_ < va-b -z +a- 2z )
b'2271+ \/Cl'b'Zng
und daher folgt aus (A(z) — Xy E) - 25 =0
221 292 r.S. Regie
Vva-b a 0 b
@ va-b 0 —Va-b|b-2z=—Va-b-2,
0 a-b—a-b| 0
also
0- 222 = 0,
d.h. wir kénnen 255 als Parameter wihlen.
Wir wéhlen 255 = 1. Dann ist 29, = —\/% und damit
Z=R- ( _}/E ) (21)
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(HM3) Dann kann die Gesamtlosung bestimmt werden:
Die Basislosung zu dem einfachen reellen Eigenwert A\ = v/a - b lautet nach

()

1
Die Basislosung zu dem einfachen reellen Eigenwert Ay = —+/a - b lautet nach

. _./a
u— Qa- .m. b
e (F)
Daraus wird die Gesamtlosung

(3) - @ (e (1)

Y2 1 1

Ein Vergleich mit zeigt, dass beide Verfahren zu der gleichen Losung fiithren (es ist
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Aufgabe 22.3:
Lésen Sie das lineare Differentialgleichungssystem

vi Y\ _ (3 -5\ (wm
< Ya > B ( 2 1 Y2 (22)
Loésung (klassisch) von Aufgabe 22.3:

Dieses DGL-System ist ein homogenes DGL-System.
(HA) Wir I6sen das DGL-System auf:

=3y =5y (23)
Yy =241 + 1o (24)
(HB)
5-yp=—y +3-u (25)
yi =3-y) — 51 (26)

und eingesetzt in (26)):
=31 =52y +up)=3-1—10-y — (=15 +3- 1)
also
Y=4-y—13-y oder y —4-y|+13-51=0 (27)
(HC) (27) ist eine ,lineare Gleichung hoherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten“, also
Ansatz: y, = M (28)
Dann ergibt sich durch Einsetzen in die charakteristische Gleichung
N —4-A+13=0 oder A=2+3-§
und damit

Yy =K -e*" - cos(3-2)+ Ko+ e*-sin(3-2) = ** - [K; - cos(3 - ) + Ky - sin(3 - 1)](29)

(HD) Da y, in(25]) von y; abhéngig ist, wird zunéchst ¢} nach bestimmt:

Y, = e [2- (K -cos(3-2)+ Ky-sin(3-2)) + (=3 Ky -sin(3-2) + 3+ Ky - cos(3 - z))]
= ¥ . [sin(3-2) (=3 -K; +2-Ky)+cos(3-2)-(2- K| +3-K>)]

Damit gilt:
1, 3
Y2 = —3'914‘5'91
— L i3 0) (<3 Ky 42 ) 4 cos(3-0) - (24 K + 3+ )]

¥

3
—1—5 K- €*" - cos(3- ) + Ky €7 - sin(3 - z))

Y1




Windelberg: Mathematik fiir Ingenieure, Kapitel 22 swand: 1s. august 2008 22009

also

1
v = Ki-e*". {5 -cos(3-x) + g -sin(3 - QZ):|

+ Ky - e*" {-—2 - cos(3 - x)-+—%--sin(3 -m)] (30)

(HE) Insgesamt kann man diese beiden Losungen (29) und zusammenfassen:

() = 8 o s 52 v o))
€27 . sin(3 - x)

(o gt 4 Lotz ) O

mit

2= (e s o0 -] )

1
5 COS 5

und .
= (o . s o) )

e?t - cos(3 - 1)

(;) - Kl'(e“-[§~cos(3-t)+§~sin(3~t)] )

N PRET i

L6sung (mechanisch) von Aufgabe 22.3:

(HM1) Wir bestimmen die Eigenwerte der Matrix aus , also von A(z) = ( g _15 )I

3—X =5
2 1—-A

‘:o . A2—4.A413=0

= Ao =2+3-i (32)
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(HM2) Nun suchen wir die zu A; = 2 + 3 - i gehorigen Eigenvektoren, d.h. wir suchen Vektoren
z1, fiir die das lineare Gleichungssystem
(A(x) =M\ -E)-ZH =0
gilt:

zu M\ =2+ 3i: Es gilt fiir z—f: ( il’l ):
1,2

L (3=-XN -5 . (1-3-i -5 _>
(Alz) = A B) - 2 _< 2 1—A1>"Z1_< 2 —1—3-z'>'z1

. (1-3‘@)'2171—5'2172
o 2'2171—(1+3'i)'2172

und daher folgt aus (A(z) — A\ - E) -2 =0

21,1 21,2 r.S. Regie
1-3-1 -5 0 -2

S 0 | 1=3-i|zii=2%-(14+3-0) 21

0 0+(-1-3-i)-(1—=3-4) | 0
also

(10+(-1—-3-4)-(1=3-4)-212=0
oder
(10—1+9-3%) - 2,5=0

oder

0- 212 = 0,
d.h. wir kénnen z; » als Parameter wihlen.

Wir wéhlen 2,5 =1 — 3 -4. Dann ist 2;; = 5 und damit

Z:'R'<1—53-z'> (33)

(HM3) Dann kann die Gesamtlosung bestimmt werden:
Die Basislosung zu dem einfachen komplexen Eigenwert A\; = 2 4 3 - ¢ lautet nach

€27 - (cos(3 - z) +i-sin(3 - z)) ( 0 )

Das kénnen wir auch anders schreiben:

2 (cos(3 - x) + i -sin(3 - 7)) - K?)‘Z(g)}

und dann koénnen wir auch noch das Produkt ausrechnen:

e . [(?>-cos(3-x)+i-<i)>-sin(3-x)—z’-(g)-cos(3-x)—z'2-(g)-sin(B-x)]

also bleibt als Basislosung iibrig:

err . [( ‘;’ > -cos(3 - z) + ( g > -sin(3 - z) +i - [( ? ) -sin(3 - ) — ( g ) -cos(3-x)H(34)

Daraus wird die Gesamtlosung, die sich aus Real- und Imagin&rteil zusammensetzt:

(1) - o [(}) e (3) o
+Cy - e K ° ) -sin(3-x)—<g>-cos(3-x)]

Ein Vergleich mit zeigt, dass beide Verfahren zu der gleichen Losung fiihren.
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Inhomogenes Differentialgleichungssystem mit n = 2 Variablen
Vorgehensweise:

(AA) Das homogene DGL-System ist zu losen und die Lésung in der Form
O -
<?Jl > = ( zl(x3 ZQ(IS ) . ( C’l ) =®.-C
Y2 2
darzustellen.

(AB) Variation der Konstanten fiir die Losung des homogenen DGL-Systems:

(5)=

Aufgabe 22.4:

Lésen Sie das lineare Differentialgleichungssystem

(4)=(1 ) () (4)

Losung von Aufgabe 22.4:

(AA) Das homogene DGL-System lautet:

v . 1 Y
(y;>: s (y;) mit o> 0
(HA) Nach Ausmultiplizieren der Gleichung erhalten wir 2 Gleichungen:

, 1
Y1=—"1— Y2
T

;1 2
yg—ﬁ'yl‘i‘g'yg
(HB) Da y} in die Variable y, enthilt, wird nach y, aufgeldst:

1 !
Y= —-"Y1 — Y
T

und es soll nach (HB) ¢} aus durch Differenzieren nach x gebildet werden:

1 1
" / !/
—_ — . + —_ —
yl IQ Y1 T yl y?

Daraus ergibt sich dann als DGL in g, - ohne die Variable y;:

1 2

P n 1, n 2 n , 201 ,
Y1 = 22 Y1 " Y1 2 Y1 " Yo | = 2 Y1 " Y1 Tz Y1— U
N _ ——

S- 4
—
5
N

22011

(35)

(36)

(37)

(38)

(39)
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also ergibt sich eine DGL in nur einer Variablen y;:

4 3
ylz—?-yl—l—E'yi (42)

Durch Multiplikation mit x? wird daraus:

oty =3z +4y =0 (43)

Nun bemiihen wir uns, diese Differentialgleichung zu 16sen:
Die Differentialgleichung ist hoherer (zweiter) Ordnung, und die Koeffizienten sind nicht
konstant; sie geniigen jedoch der Vorschrift

x"'ygn)—l—an,l-x"il-ygn_l)‘i‘""i‘al'x'yl1+a0'yl:0 mit >0

d.h. ist eine Eulersche DGL, bei der man mit dem Ansatz y; = et oder y; = 2*
weiterrechnen kann.

(Es gibt Menschen, die halten es fiir naheliegend, den Ansatz y; = x
A ein geeignetes A € IN (nach Voraussetzung ist > 0) zu suchen.)

A zu wihlen und fiir

Wir wihlen also

Ansatz: y, = 1) (44)
Dann ist 3, = A- 2! und y} = A+ (A=) - 2272, also ergibt sich durch Einsetzen in (43)
AMA=1D -2 =3 X2 +4-22=0
und Division mit z* ergibt

A (A=1)=3-A+4=0 oder (A—2)*=0 (45)
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Diese charakteristische Gleichung besitzt A = 2 als doppelte reelle Nullstelle. Nach REP
16.63") erhilt man zu der Basislosung y; = 2? die noch fehlenden Basislosungen da-
durch, dass man die vorhandene Losung entsprechend oft mit In(z) multipliziert, also
hier einmal. Folglich erhalten wir die Basislésungen

z2  und 27 -In(2)
also
=C) -2 +Cy -2 - In(x) (46)
(HD) Da in die Variable y, in Abhingigkeit von y; dargestellt wird, ist zunichst y}
auszurechnen:
Es ist
1y =2-Cr -2+ Cy-[x+2-z-In(x)] (47)
Nach ist dann mit und
1 1
Yy = E-yl—y’l = (Cl-a:2+02-a:2-1n(a:))—?-Cl-$+02-[:E+2-a:-ln(x)l
" M
= Ciz+Cy-z-In(x)—2-C1-z—Cy-x—2-Cy-z-In(x)
= —Ci-2+Cy-(—x—2x-In(x)) (48)

(HE) Insgesamt erhalten wir die Losungen des homogenen Differentialgleichungssystems aus

und (@8):
(n)=c(2)rer(L200) e
mit

-(2) w - ( )

—x — z - In(x)

1) Direkte Suche nach weiteren Basislésungen erfordert eine Art , Variation der Konstanten®: Wir withlen

Ansatz: y1 1 = K(z) - y1 (= K(z) - 2”) fiir eine geeignete Funktion K ()
Einsetzen in die Gleichung (Vorsicht: nicht in (43)!) ergibt wegen

y171:K'(;U)-x2+2-K(x)-x und yﬁl:K"(x)-m2+2-K’(x)-x+2-K(m)+2-K'(w)-a:
die Gleichung

(K"(z)-2* +4-K'(z) -z +2- K(z)) :—;-K(w)-x +%-(K'(m)-m2+2-K(m)-m)

oder

K'(z) -2+ (4-2-3-2) - K'(z) =0
Daraus ergibt sich eine neue Differentialgleichung:

K" (z) + % -K'(z) =0

1

Nach Substitution z := K'(x) wird aus dieser DGL 2’ + -z = 0, die mit , Trennung der Verinderlichen®
x

geldst werden kann: 2’ = —l z= -g(2).

Fiir g(z) # 0 gilt also / — / —, also In(|z|) = —In(|z]) + ¢ = In(|z " }|) + ¢ und damit
z=K'(z) = 1

Folglich ist K (x / K'(x) = C -In(x) + Cp. Insgesamt fiihrt obiger Ansatz also zu

Y11 := (C -In(z) + Cy) -z
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Nun setzen wir
oo = (et ) = ( (%) (0 )
_ <x 2? - In(x) ) (50)

-z —x—x-In(z)

und
e Cl
o ( 02>
Dann ist
2 2
— Ny _~ [ . z? - In(x)
Yhom = (yg ) =0 ( —z > +0y ( —z —z - In(x) >
C N
Nach REP 16.6.2 gilt:

Kennt man die Losungen 4,0, = P - C=0 7 (:L") + Cy + z3(x) des homogenen Diffe-
rentialgleichungssystems, so 1d3t sich eine spezielle Losung des inhomogenen Differenti-
algleichungssystems durch die Methode ,, Variation der Konstanten® berechnen, d.h. wir
wéahlen

Ansatz: . =& - C(Jc) (52)

und setzen diese Funktion in das (inhomogene) DGL-System ein. Dann wird @3 berech-
net. Die Gesamtlgsung 7 hat dann die Form § = Jpom + 1.

Es ist nach

AN
’

nw=30-C)+- C'x) (53)

Nun setzen wir (52)) und in das (inhomogene) DGL-System ([35)) ein:

(1)-veme - (4 1) (2)+(2)
- ( —21>_q>.%§+<_x1> (54)

o)

_;>'@:(i _21>'<i e ) =R )

xT xz

&wl’_‘ 8 =

EE'»—A 8=

Es ist nach(50)

und

(

d.h. in kiirzen sich alle Ausdriicke mit C(x) heraus (das gilt grundsitzlich beim
Verfahren | Variation der Konstanten), wird aus die Gleichung

@-W:(_ﬂ) oder (Txi:qﬂ-( I) (55)

&wl’_‘ ISH

—1
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Also muss &~ bestimmt werden:

Zeile Regie
1 1 0 z? z? - In(x) ;2
2 0 1 —z —x—x-In(z) x
3 5 0 1 In(x) 1 1
4 0 Lol “i—n@) | 0 1
5 % 0 1 In(x) 1 0
6 5 % 0 -1 In(x) -1
7| L5-(1+In() I-ln(z)] 1 0
8 — —1 0 1

und damit wird aus

C'a) =07 ( 4 ) = ( o T ) ) ' ( 5 ) (56)

und damit
) (57)

ey N

Nun erhalten wir C@ durch Integration:
Ci(z) = / Cl ) - dr = / C;ﬁ — In(z) + C
und

Cy(x) :/Cé(x)-dx:/()-dx:()—i-@;
d.h. aus dem Ansatz in (52| wird

7 =) (7)) 59)

Die Gesamtlosung setzt sich dann zusammen aus der Losung des homogenen DGL-Systems
und der speziellen Lésung , also

2 2,
o g=c (2 )ro (200 Yo 7))

—z —x-In(x)
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