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23 Taylorpolynom

Wenn eine Funktion f(z) tiberhaupt in eine Potenzreihe
f(.’l?) :a0+a1-(x—a:o)+a2-(x—x0)2+a3-(m—xo)?’—i----—i-an-(x—xo)”—i----
um einen Punkt zy entwickelbar ist, dann schreibt man besser
flzo+h)=ap+a-h+ay-h®>+a3-h>+---+a, -h"+--- fiir kleines h
Nach dem Satz von Taylor gilt dann:
Flao +h) = flao) + ek Lol p2 gy L0 g R,
wobei fiir eine positive natiirliche Zahl k > 0 die Fakultat k! definiert ist als k! :=1-2-...- k mit 0! = 1.
Nach Lagrange ist hierin die Restform R, gegeben durch

Es gibt ein 2 mit 0 < & < 1, fiir das gilt R, (¢) = W et

Wir bezeichnen als n-tes Taylorpolynom T, die Potenzreihe
l " (n)
T, (2o + h) = f(wg) + L4800 p 4 Sro) 2y JPlwo) pn

Aufgabe 23.1: Taylor-Entwicklung um o = 0

Bestimmen Sie fiir die folgende Funktion f(z) die Taylorentwicklung um xy = 0 bis zur
Ordnung n = ngy. Bestimmen Sie das Restglied R,,. Skizzieren Sie f(x), Ty, T1, ..., Tp,
innerhalb der angegebenen Grenzen.

1
flz) = firng=3und —1<z<1

1+
Lésung 23.1:
Es ist
1 , —1 " 2
" —6 _ (4) . 24
und folglich
r) = )+ L0y T e O
2 6
- 1 - }l ‘+‘ EE . }lg - Z; . }ls
sowie
fOE-h 24 1 ht .

Um den Fehler (d.h. die Abweichung der Funktion f von ihrem 3.Taylorpolynom 73) ab-
zuschéitzen, ist das absolute Maximum der Funktion R3(€) im Intervall [0, 1] zu bestimmen.

Folglich betréigt der maximale Fehler F,,,, = h* (falls £=0)
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Aufgabe 23.1: Taylor-Entwicklung um xy = 0 fir f(x) = 1%:

Aufgabe 23.2: Taylor-Entwicklung um ¢ = 0

Bestimmen Sie fiir die folgende Funktion f(x) die Taylorentwicklung um zy = 0 bis zur
Ordnung n = ny. Bestimmen Sie das Restglied R,,. Skizzieren Sie f(z), Ty, T1, ..., Ty,
innerhalb der angegebenen Grenzen.

flx)=vV1+zfirng=3und —1<z<1

Lésung 23.2:
Es ist
, 1 1, 1 s 1
FO)=VIFO=1, f(0)=5-(0+0) =5 f(0)=— (1+0)F =,
1
o= 00T =2 wnd M) =1 (1 4)
8 8 16
und folglich
IO IIO IIIO
1! 2! 3!
1 : 3 1 1 3
= 1+=--h—2.m+8. =14+ -h—= A+ = .0
+2 2 +6 +2 8 +48
sowie
fOE-R) 15 I 15 h .
= — ~ hf=——— (1 h)y 2 hf = —— <€E<1
B5(¢) A ooa e 384 J+E h)y ir0<cs

Um den Fehler (d.h. die Abweichung der Funktion f von ihrem 3.Taylorpolynom 73) ab-
zuschiitzen, ist das absolute Maximum der Funktion R3(£) im Intervall [0, 1] zu bestimmen.

Folglich betréigt der maximale Fehler Fjqp = 55 - h*  (bei £ =0 )
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Aufgabe 23.2: Taylor-Entwicklung um xo =0 fir f(z) =1+

Aufgabe 23.3: Taylor-Entwicklung um o = 0
Bestimmen Sie fiir die folgende Funktion f(z) die Taylorentwicklung um x, = 0 bis zur
Ordnung n = ny. Bestimmen Sie das Restglied R,,. Skizzieren Sie f(z), Ty, T3, ..., Ty,

innerhalb der angegebenen Grenzen.
f(zx) =sin(z) firng=6und — 7 <z <nxw

Ldsung 23.3:
Es ist
f(0) =sin(0) =0, f'(0) =cos(0)=1, f"(0)=—sin(0) =0,
/"(0) = —cos(0) =—1,... und FO () = —cos(M)

und folglich

— 1 1 3 ]- 5 - h3 h5
Ta(h)—O—i—ﬁ.h—O—g-h _|_()_|_a.h _H)_h_g_‘_m

Das Restglied Rg hat dann die Form

_ SO ) L —cos€h) g

Um den Fehler (d.h. die Abweichung der Funktion f von ihrem 6.Taylorpolynom Tg) ab-
zuschiitzen, ist das absolute Maximum der Funktion Rg(£) im Intervall [0, 1] zu bestimmen.
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Aufgabe 23.5: Taylor-Entwicklung um xo = 0 fir f(z) = sin(z)
Aufgabe 23.4: Taylor-Entwicklung um o = 0
Bestimmen Sie fiir die folgende Funktion f(z) die Taylorentwicklung um xy = 0 bis zur
Ordnung n = ny. Bestimmen Sie das Restglied R,,. Skizzieren Sie f(x), Ty, T3, ..., Ty,

innerhalb der angegebenen Grenzen.
f(z) = cosh(z) fir ng =5und — 1<z <1

Lésung 23.4:

Es ist cosh(z) = 5 - (¢” + ¢ ™) und sinh(z) = 1 - (¢ — e~ 7). Folglich ist

f(0) =cosh(0) =1, f'(0) =sinh(0) =0, f"(0) = cosh(0) =1,

£"(0) =sinh(0) =0, ..., und f© (&)= cosh(s)
und folglich
/ n (5)
Ts(h) = f(0)+f(0)-h+f (O).h2_|_..._|_f (O)-h5
1! 2! 5!
gtz o
= Mg
sowie
_ fO(Eh) g cosh(E-h) g
R5(§) = T'h —T-h firo<¢<1

Um den Fehler (d.h. die Abweichung der Funktion f von ihrem 5.Taylorpolynom Ts) ab-
zuschitzen, ist das absolute Maximum der Funktion Rj(§) im Intervall [0,1] zu bestimmen.

Folglich betrdgt der maximale Fehler F,,,, = cosh(@) ~ 0.0002 (falls E=1und h=1)

720
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Aufgabe 23.4: Taylor-Entwicklung um xy = 0 fir f(z) = cosh(x)

Aufgabe 23.5:
Entwickeln Sie die Funktion

_x+12
=

an der Stelle zo =6

f(x)

in ihre Potenzreihe -

Z ay - (x — z9)"

n—ngo
(bestimmen Sie dazu mit Hilfe der bekannten Rechenregeln iiber geometrische Reihen die
Koeffizienten a,,).

Skizzieren Sie die Kurve im Bereich [zy — 3, 29 + 3] und zeichnen Sie die 0.-te, 1.-te, 2.-te und
3.-te Ndherung der Potenzreihenentwicklung ein.

Lésung 23.5:
Es ist 19 9
f =" ko f(6) = 5
4 7
F@) =g a0 £1(6) = —
Pla) = g o 110 =
" 84 o 21
f (x):_(x_2)4 ,alsof (6):_6_4
336 21
fW () = @_ap N FO6) =
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Folglich lautet der Potenzreihenanfang

r+12 B
Tx—2

9
2
9
2

Aufgabe 23.5

Aufgabe 23.6: Die Bogenlidnge s eines Kreis-
bogens des Radius r mit Zentriwinkel a: be-
trigt s =17 - .

Aus einer Messung seien nur die in Bild 23.6
angegebenen Abmessungen a und b bekannt.
Zeigen Sie, dass durch die Abschétzung

sB:%-(S-b—a) fira<w

die Bogenldnge s ,gut“ abgeschitzt wird.
Verwenden Sie dazu die Reihenentwicklung
der Funktion sin um den Nullpunkt (al-
so das 5.Taylorpolynom und die zugehorige
Restform Rs5). Geben Sie dazu an, wie gross
der maximale Fehler Fj,,, fir » = 1m und
a = 30° ist.

Aufgabe 23.6: Abschétzung der Bogenlinge s:
s~i-(8:b—a) fira<m
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Lésung 23.6:
Die Kreisbogenlidnge betragt s =1 -

.
Zur Vereinfachung setzen wir sp := 3 - (8- — a).
Es ist

az?-r-sin(%) und bz?-r-sin(%)

Die Funktion sin(#) kann als Taylor-Reihe um zy = 0 entwickelt werden: Das 5. Taylorpoly-
nom 1% mit der Restform R5 lautet dann z.B.

o N cos(c W)

(M) =8 e A fr0<Esd
Damit ergibt sich:
- %-(S-b—a)
= %-2-r-{8-sin(%) —sm(%)}
2 (4)° N (9)° _cos(€-§) (aﬂ _ la ) N (5)” cos(¢-9) (a)7”

1”6 120 5040 4 27 6 120 5040 2
§_l _|_a73. _é,i_i +a75. é_i + a7 . _é. (gg)+i (fg)
42 6 2793 ) T 120 \ @5 T 25) Thoap \Tar OBy T 1e8e Ty
3.« 3.ab o’ « 1 a
{ 2 _27-120+27-5040'(COS(£'2)_24"308(5'4)>}
oder - wegen s =1 -« -
2.7 3.a° ol o 1 Q
B = STy '{_27.120+27-5040'(Cos(g'E)_ﬁ'COS(f'Z)>}

[P 2 1
- 5_120?564'{1_;“_26'(Cos(g'%)_ﬁ'cos(g'%)”

Wegen a < 7 und 0 < ¢ <1 gelten fiir & = & - % folgende Eigenschaften:

1 1
3. 0<cos(#)— — -cos <— . Q) <1 (siehe Bild 23.6a)
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Aufgabe 23.6a): Abschiitzung 0 < cos (#) — - - cos (% . Q) <1fir0<&<7

Damit ist der maximale Fehler F,,, = |sp — s| bestimmbar:
Es ist nach 1., 2. und 3.

o? a 1 a
9<l— —. Sl ) <1
0.9 < 196 <COS(§ 2) G cos(& 4)) <

und folglich

reo’ a? o' 1 « rea’
_ sl = 21— — (cos(€-2)— —. Lo < :
e =5l = ye { 126 (Cos(g 3) "5 e 4)>} =120 64

s
6

Daher ist F},q fir r = 1m und o = 30° =

_ora® 1
©120-64 7680

5
Fraz = |55 — §| - 1000 mm - (g) ~ 0.005 mm
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Aufgabe 23.7:

Berechnen Sie das zweite Taylorpolynom T5(f, a,b)(x,y) der Funktion f(z,y) = . —I?—ng
an der Stelle (a,b) = (1, 1)
Losung von Aufgabe 23.7:
z.B. nach F4+H, Seite 133 ist
1. das Taylorpolynom O-ten Grades von f an der Stelle (a,b) definiert durch
TO(f(a7 b)(ZL’, y) = f(a’7 b)
2. das Taylorpolynom 1-ten Grades von f an der Stelle (a,b) definiert durch
0 0
L(f(a,0)(@,y) = To(f(a,0))(z.y) + (& —a) - 5= [ lap +(y =) a—yf\(mb)
= J@ )+ @ a) ol =B o ]
— ) o (a,b) Yy ay (a,b)
(damit ist das Taylorpolynom 1-ten Grades von f an der Stelle (a,b)
gleich der Tangentialebene an f in (a,b))
3. das Taylorpolynom 2-ten Grades von f an der Stelle (a,b) definiert durch
Ta(f(a, b)(z,y) := T1(f(a, b)) (2, y)
w0 L a4 2 @) D) Pl + = b
9 0 22 (a,b) Yy o - ay (a,b) Yy ayz (a,b)
= Tll(f(a7 b))($7 y)
+§ : [(x - a)2 e |(a,b) +2-(x—a) - (y—>b)- Juy |(a:b) +(y — b)2 Ty (avb)i|
Hier ist f(r,y) = 2 also f(a.) = f(1,1) = |
ier ist f(z,y —%+$2,aso a,b) = ,1 =3
. .%‘ . y
und fm(Z',y) = —m, also fx(l, ].) = —5
1
und fy(x,y) = 1"'—51727 also fy(l; 1) = 5
2.y —6-12. 1
SOWie fac:t(xay) = ?Zl +6I2:§3 ya alSO f:U:E(L 1) = 5
2-x 1
=" al 1,1) = —=
und fwy(x7y) (1 _'_:132)27 also fl’y( 3 ) 2
und fy,(z,y) =0, also f,,(1,1) =0
1 1 1
und damit To(f(1,1)(z,y) = 37+ (x—1)- (—5) +(y—1)- 3
1 1
+§- (z— 1) fracl2+2-(x —1)-(y — 1) (—§)+(y—1)2 0],
1 1 1
d.h. Tg(f(l,l)(aj,y):——(m—l)-—+(y—1)-§+1-(3€—1)2—5-(3:—1)-(;1/—1).
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Aufgabe 23.8:
Geben Sie mit Hilfe des Satzes von Taylor eine obere Schranke an
fiir den Fehler, den man in Kauf nehmen muss, wenn man die Funktion

auf dem Intervall —1, 1
33

durch ihre Taylorreihe 7,, um den Punkt x = 0 entwickelt.
Bestimmen Sie mit Hilfe von T5 einen Ndherungswert fiir In(2).

Losung von Aufgabe 23.8:

Es ist
"(a "(aq (n)a
L)) = 1)+ 22 @)+ T g O R0
mit
R.(f,a)(zx) = f(z) = Tu(f, a)(z)
Hier ist
a =0 und f(0) :lgl(l) :)0 : )
, 1 l—z)-1+{(1+2x)-1 1-=x 2 2 2
und fi(7) = 15 - (1—2) i ey (+0)- (=2 1-2

1—2
nach Kettenregel und nach Quotientenregel.
Folglich ist
f'(0) =2

und damit

f'(0)
1!

Ti(f,0)(x) :== f(0) + (z—=0)=0+2-2=2-2

Entsprechend ist

4.
f"(x) = ﬁ und damit f"(0) = 0.
—x
Entsprechend ist
4-(1 -z
() = W und damit f"'(0) = 4.
—x

Entsprechend ist
f"(x) = ()
Entsprechend ist
48 - (1+10- 22 +5-2%)
(Y — (5) ) =

_ 480 -z-(3+10-2%+3-2%)
(1—a2)"

:48-$-(1+x2)
(1—a?)

und damit £ (0) = 0.

und damit £ (0) = 48.

FO(x)
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Also ist
" 0 " O H 0 nn 0
T5(f,0)<x)=T1(f70)(a:)+—f2(, )2 L0 3(, : -x‘°’+f4f Doty 5,( L
4 48 2 2
:2-x+0+§-x3+0+a-x5:2-x+§-x3+5-x5
y) : A/

r 16

r 14

r 12

r 08

| 08 L 06

- 06 | 04
r 04

r 02
r 02

. X
o Bild 23.8.2:
Bild 23.8.1:
- l+z Funkti _E-(3410-2+3-¢Y
Funktion f(x)=In . unktion f(z) = (1— &)
—r _
sowie die ersten Taylorpolynome fiir den . 11
Entwicklungspunkt z = 0 im Intervall "33

Das n-te Restglied fiir das Taylorpolynom T,,(f, a)(z) im Intervall [a — b, a + ] ist nach F+H,
Seite 75, definiert durch:

1
(n+1)!

Ry (z,y) = ) (@ - )™t mit |b—a] > € —al

Hier ist n =5, a =0 und b = %, also
1 1
Ro(w,y) = o - fO(€) -2 mit |2] > [¢]
1 480-&-(3+10-&+3-&Y
720 ey

1&-(3410-624+3-¢ 1
'I6:§-§ ( + f"’ E)ZEG m1t|§|2

oder Rs(x,y) = (1— 2y

i
1
Dieses Restglied hat (nach Bild 23.8.2) seinen grofiten Wert an der Stelle £ = 5; es ist also

L.
Rs(r,y) <1.4-2°<14- % fiir |z| < & oder

1.4
Rs(z,y) < 5 0.0019

Nun ist fiir den z-Wert In(2) der Funktionswert T5(f, 0)(In(2)) des Taylorpolynoms mit f(In(2))
zu vergleichen:
Es ist

T5(£,0)(0(2) =2 I0(2) + - -2’ + 3 - In(2)° = 1672

und f(In(2)) = 1.708, also betréigt die Differenz | A = 0.036
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Potenzreihenentwicklungen einiger ,,bekannter* Funktionen

Als bekannt werden folgende Potenzreihen vorausgesetzt (siehe F+H, F3):

(1+Q)*

arctan(Q)

In(1+ Q)

Z<a>-©” = 1+a-©+<a>-©2+<a>-®3+.
= \n 2 3
=1 1 1
ZE-QO” = 140+ 5 P+ 504
= ! ! !
. (_1)71 2n+1 1 3 1 5
;(2 P Q = O o Q + 5 O° — ...
- (_1)n 2-n _ 1 2 1 4
;(2%)!0 = 15 P4 5O =t
- 1 2n+1 _ 1 3 1 5
nz;(z n+1)'-® = V450045004
= 1 2n _ 1 2 1 4
g(z-n)!'v = 145 P+ O
n=0
> 1)ntl 1 1 1
Z( T oo Lioe Lo Lo
— n 2 3 4

=1 1 1 1
—Z—~Q9”_—<<?+—-<?2+—-<?3+—-<?4+..

—~n 2 3 4
<. /1 1 1 1 5

2).0om — S & B o SRR oo : S o Y ST
;%(n)@ 1 2@ 8@ 16@ 128@+...
>~ /-1 1 3 5 35

2y .om—1_ . S22 o3y 20 ot

Z<n>@ 1 2@+8<9 16Q?+128C? +..

fir © € IR
fir © € IR
fir © € R
fir © e R
fir © e R
fir © € IR

fir | <1

fir —1<Q0<1

> fir —1<90<«1

fir |0 <1

fir |0 <1




Windelberg: Mathematik fiir Ingenieure, Kapitel 23 Stand: 18. August 2008 23013

Aufgabe 23.9: Es soll f(z) = ¢ - cosh(z) in eine Potenzreihe der Ordnung 4 entwickelt
werden, d.h. es sind ag, a1, az, a3, as so zu bestimmen, dass gilt

f(x):e’IQ-cosh(a:):a0+a1-x+a2-x2+a3-x3+a4-x4

Losung von Aufgabe 23.9:

Es ist 1
2 Qg2
et Vg evzl—x2+§-x4—+...
und
Q=x ]_ 9 ]_ 4
cosh(z) = cosh(@):1+§-a: —|—ﬂ-$ +...
und damit . . .
—z? 2 4 2 4
= - cosh =1|1- —ex =+ |14+ = —
flz)=e cosh(x) [ x+2x + }{+2x+24x+ }

Dieses Produkt wird ausgerechnet, indem jeweils gleiche Potenzen von x zusammengefasst
werden - beginnend mit z°:

flz) = 2% [1-1] +22- {—1+1]+x4~ [1+(—1)-1+i}+...

2 2 2 24
1 1
= 1—c--2"+—-a2'+...
5 x° 4+ 2 T
+ 0.2 /
/
; aal X
Bil(d )23.10:
Bild 23.9: cos(x
x) = ausgezogen
f(z) = e - cosh(z) (ausgezogen) A )1 11+ e (1 g g7 )
1 1
undf($):1—§x2+ﬂ$4i undf(;lj):5_1.1-_1,1.2_'_@.373:‘:'”
(gestrichelt) (gestrichelt)

im Intervall [—2, 2] im Intervall [_1 1]
33
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Aufgabe 23.10: Es soll f(z) = (110j_(x) in eine Potenzreihe der Ordnung 3 entwickelt werden,
eac

d.h. es sind ag, a1, as, az so zu bestimmen, dass gilt

_ cos(w)
1o

:a0+a1-x+a2-x2+a3-x3

f(z)

Losung von Aufgabe 23.10:
Trick:
Wir multiplizieren die Gleichung mit (1 + €®), um Bruchrechnung zu vermeiden!

Dann ist die folgende Aufgabe zu lésen:

cos(z) = [ap + a1 -+ az-2° +az-2°] - [1+ €]
Fiir O = x ergibt sich dann aus den oben angegebenen Reihen fiir diese Gleichung;:

1 1
1—5~x2+ﬂ-x4—+... = [a0+a1-x+a2-x2+ag-x3]

141 Lo 13
L+ +x+§~x +§-:c + ...

Auch dieses Produkt auf der rechten Seite der obigen Gleichung wird ausgerechnet, indem
jeweils gleiche Potenzen von x zusammengefasst werden - beginnend mit z°:

1
- =22+ = -2'—+... = 2" 2. q0+2-[2 a1 +ao] +2*- [2-a2+a1+§-a0]

3 1 1
+z° - 2~a3+a2+2~a1+6-a0 4+ ...

Koeffizientenvergleich liefert:
0 1
z° | 1=2"q = aqy= 3

1 0=2-a1+a=2-a1+1 = a=-

xT —%:2-a2+a1+%-a0 = Ay = —

Also lautet die gesuchte Funktion
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Aufgabe 23.11: Es soll f(z) = (1 + 2)” in eine Potenzreihe der Ordnung 5 entwickelt werden,
d.h. es sind aq, a1, az, a3, a4, as so zu bestimmen, dass gilt

f(f):(1+$)m:CL0+CL1'$+a2'372+CL3-x3+a4-x4+a5-x5j:...

Losung von Aufgabe 23.11:
Nach dem Rechnen mit Logarithmen ist bekannt:

QY — eln(Q)

Also ist
fla) = (1 42y TTED MO = g

Nach der obigen Liste der bekannten Potenzreihen ist:

1 1 1
ln(l—i—x):x—§-x2+§-x3—1~x4+—... fir —1 <z <1,
also ist
R S ST S S ,
x-ln(1+x):x—§-x —l—g-x—zw +—... fir —1<z<1

Wir haben also fiir die Reihe
[(@) = (14 2)" = w0+
einen Potenzreihenansatz zu suchen:

1 1
Esiste@:1+@+§-©2+§~@3+...

und damit fiir |Q =z - In(1 + z) | wegen

1 1
@zz(z-ln(1+x))2:[x2—§-x3+—...]-[$2—§-z3+—...]:a:4—3c5j:...
und 5

1
@3:(:1:~1n(1+x))3:[:r2—§~r3+— } =20 £.

1 1 1 1
ez.ln(1+a7):1_‘_|:x2_§_ 3+§'$4_Z'$5+_ ..}+§-[$4—x5i ]
1 5) 3
1422 -4+ + fir -1 <z <1.
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3-z
Aufgabe 23.12: Es soll f(z) = % in eine Potenzreihe der Ordnung 3 entwickelt

v1+3-x

werden, d.h. es sind ag, a1, as, a3 so zu bestimmen, dass gilt

€3~a7

T)= ———=ap+a,-T+ay - 2°+az-2°+...
f( ) m 0 1 2 3
Losung von Aufgabe 23.12:
Nach der Liste der als bekannt vorausgesetzten Potenzreihen gilt

1. zu e>®:
e@—f l-Q?"—1+<?+1-<?2+1~Q93+ fir © € R
a “ nl a 21 3!
n=

also mit © =3 - z:

.x 1 1 .
e :1+3-x+5-(3-x)2+§-(3-:E)3+... firz € R

W=

1 —
DA I ——— (\3/1 +3- ZE) . die ,,allgemeine binomische Formel“
V1+3-x 8

o

1+ =) (Z) Q" = 14+a-Q+ (;) -@2+<§> Q3. fir [9l<1l, QeR

n=0

(z.B. aus F+H, Seite 9) mit den ,allgemeinen Binomialkoeffizienten (7];) “ die definiert
sind durch

]: ::7"'(7"_1)"]5"(7“_“1) fir rc¢lR und keNN

sowie <T> =1, <T> =7 und <T> =1
0 1 T
1

alsomit V=3-zund g := —=

3
1 _1 _1
(1+3-:z:)5:1—§~3-x+<23>~3~x2+<33>-3-x3+... fir z€R
und " =1, " =,
0 1
Also sind
_1 _1 1
3) =1 d 3y =
o) ()=
sowile . )
-3\ _(3)-(=5-1) 14 2
2 2! 3-3-2 9
undl 1 1 1
I R o Tt R o e B RE SL AT
3 3! 3-3-3-6 81
Also ist
1 1 2 14 3 .
(14+3-x) 3:1—5-(3-x)+—-(3 x) —8—1-(3-33) +... fir|3-z|/ <1
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Damit ist

63-1‘

f) =~ - [14—3-9&4—%-(3-95)24—%-(3-96)3—1—...]
-[1—%-(3~x)+;~(3-:c)2—g-(S-x)3i...]

Auch dieses Produkt auf der rechten Seite der obigen Gleichung wird ausgerechnet, indem
jeweils gleiche Potenzen von 3 - x zusammengefasst werden - beginnend mit (3 - )%

f(x) =

1+<—%+1>-(3-$)1+<

2

§—%+%>-(3-x)2+(

14

81+

1

2 1
e R L
9 6+6>( =)+

= 1 — . . . . 2 = . 3 .
+3 (3 x)+18 (3 ac)+81 (3-2)° +
7 4
= 1+2ZE+§ZE2+§ZB3+ fir |3~ZE|<1
r 025 ) I | X
4 | X 03 -0.05 . 02
" Bild 23.12:
Bild 23.11: 3ild
f(x) = (1+2)" (ausgezogen) flz) = \Vﬁ (ausgezogen)
und - A
1 2 3 = R B
f(‘r):1+$2_§$3+6'$4—Z-x5i... und f(z) =1+2 117.+2 x+3:1: +...
(gestrichelt) (gestrichelt)

im Intervall [—1, 1]

im Intervall [—1,1] 3’3
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