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26 Lineare Gleichungssysteme (LGS)

Definition (REP Seite 244)
Ein lineares Gleichungssystem ist ein System von m linearen Gleichungen mit n Varia-
blen x1, Ta9,...;Ty:
111+ Qrp-Ty + + agpT, = b
G21°T1 + Gg2-T2 + + agn T, = by
+ +
+ +
+ +
Qm,1*T1 + Gm,2 * T2 + + Ummp * Tn = bm
Die a;, heilen die Koeffizienten des LGS.
In der Matrixschreibweise:
Es seien
11 Q12 ... Q1p Xy by
21 Q21 ... Q2p X2 by
A= und ¥ = und b=
Um,1 Om1 - Omn T bm
Dann schreibt man obiges LGS kurz in der Form:
A-2=b

Wir verwenden hier das Gaufische Eliminationsverfahren (REP Seite 245) zur Losung von
Linearen Gleichungssystemen.

Aufgabe 26.1: Losen Sie jedes der folgenden linearen Gleichungssysteme

Aufgabe 26.1a) Aufgabe 26.1b)
T1 + x5 = 0 1 + 9 = 0
T — 3 =1 T + 1z = 1

Lésung von Aufgabe 26.1a):

(1) 1 1
@] 1 -1 1
B[ 2 0

x1 x9 | 1.S5. || Y | Regie
2
1
3

—— o

Es gibt genau eine Lésung,
denn auf der linken Seite der letzten Gleichung (3) steht eine Zahl # 0,
und auf der rechten Seite steht eine beliebige Zahl.
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Die letzte Gleichung (3) lautet: 2 -z, = 1, also z; = 0.5.

Werden nun jeweils die Gleichungen betrachtet, in denen D steht, dann erhélt man:
aus Gleichung (1): x1 + x5 = 0, also 23 = —0.5

Die einzige Losung dieses LGS lautet daher

(2)-(%%)

T

Lésung von Aufgabe 26.1b):

x1 x9 | 1.S. || D | Regie
(1) 1 of 2 -1
@ 1 1| 1| 3 1
Gy 0 o] 1] 1

Es gibt keine Losung,
denn auf der linken Seite der letzten Gleichung (3) steht 0
und auf der rechten Seite steht eine Zahl # 0.

Lésen Sie jedes der folgenden linearen Gleichungssysteme

Aufgabe 26.1c) Aufgabe 26.1d)
T + T2 = 1

r1 + 22 = 0 v+ oy = 1

Losung von Aufgabe 26.1c): Fiir die Aufgabe x; + x9 = 0 gibt es eine einfach (oder
mehrfach) unendliche Lésungsschar,
denn es gibt weniger Gleichungen als Variable.

Wir wihlen dann eine der Variablen, hier z.B. z1. (Oft wird der Parameter durch A beschrieben,

also hier )

Dann ist A + x5 = 0, also .
Die Losung dieses LGS kann daher beschrieben werden in der Form

=(0)=(5)=(0) ()

An dieser Schreibweise ist erkennbar, dass die Losung als Gerade dargestellt werden kann:
Jeder Punkt dieser Geraden ist eine Losung des LGS.

L6sung von Aufgabe 26.1d):

1 -1
1 1
0 0 0

(1)
(2)
(3)
Da wir nur zwei Variablen (z; und x) haben, gibt es eine einfach unendliche Lésungsschar,
(sonst kann es auch eine mehrfach unendliche Losungsschar geben),
denn auf der linken Seite der letzten Gleichung (3) steht 0,
und auf der rechten Seite steht ebenfalls 0.

x9 | 1.5. || D | Regie
3
3

o =[=]5
—_

Wir wihlen dann die Variable, in deren Spalte kein D auftritt, als Parameter, hier also z,.
(Oft wird der Parameter durch A beschrieben.)

Nach Gleichung (1) ist 1 + 29 =1, alsox; =1 —29 =1 — A

Die Losung dieses LGS kann daher beschrieben werden in der Form

= (2)- (7)) () ()
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An dieser Schreibweise ist erkennbar, dass die Losung als Gerade dargestellt werden kann:
Jeder Punkt dieser Geraden ist eine Losung des LGS.

Aufgabe 26.1e)

Gegeben seien im IR® die Vektoren
a; = (—2,4,1,0,0), @ = (3,5,4,—1,11), ds = (1,2,-1,3,5), a4 = (0,3,2,1,6), ds = (0,1,0, -1, 2).
Beschreiben Sie den Vektor & = (1,0,1,0,1) als Linearkombination dieser 5 Vektoren:
f:/\1'61+ —|—/\5'a,’5
d.h. bestimmen Sie die 5 Koeffizienten Ay, ... , As.

Losung von Aufgabe 26.1e):

Nr. | N\ A A3 A A5 | r.S. > Regie
1 2 3 1 0 0] 1 1 |1
2| 4 5 2 3 0 15 0 1 -2
301 4 -1 2 0 1 7 1
4 0 -1 3 1 -1| 0 2 1
500 11 5 6 2| 1 25 1
6] 2 3 1 0 0 1 3 |1
7001 4 1 2 0| 1 7 1
8| 4 4 5 4 0| 0 17 1
9| -8 1 0 0] 1 5o |-l 1 5
0] 6 2 0 0 0 8 |1
1| -7 5 0 2 2 2 1
12| 44 0 4 -5 42 |2 5
3] 94 0 8 10 || 92 |22
14| 213 0 23 || 212 | -8
15 | 2068 0 -220 || 2024
-1704 +184 || -1696
364 36 || 328

Aus Nr.2 ergibt sich: 16 ‘)\5 = —4- A —=5-X—2-A3—-3-\4
Aus Nr.9 ergibt sich: 17 [A3 =1+8- A — o]

Aus Nr.12 ergibt sich: 18 (A =5+44- X\ +4- )\

Aus Nr.14 ergibt sich: 19 [22- Ay = —23—213 -\

36 9
Aus Nr.1 ibt sich: 2 MM=———m=——r~r~—0.
us Nr.15 ergibt sic 0 1 261 o1 0.099
-23+213- 2 8
aus Nr. 20 folgt dann nach Nr. 19: 21 (M= 5 91 — ~or ~ —0.088
aus Nr. 20 bis 21 folgt da ach Nr. 18: 22 A 5 —44 ) 4 i 27 0.297
us Nr. 1 nn n r. 18: =5—-44. ——4. — = — = 0.
& 2 91 91 ~ 91
91 -8-9 - 27 8
aus Nr. 20 bis 22 folgt dann nach Nr. 17: 23 |\ = ol =9 ~ —0.088

4.-9—-5-274+2-8+3-8 99
aus Nr. 20 bis 23 folgt dann nach Nr. 16: |5 = + + =

—— ~ —0.6484
91 91 0.648
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Aufgabe 26.2

Zeigen Sie, dass die Verbindungsgerade ¢; der Punkte A = (7,—3,12) und B = (-3,5,6)
einen Schnittpunkt S mit der Geraden

92:{(2>2>2)+)"(0>_1,7),)\€|R}

besitzt.
Zeichnen Sie diese beiden Geraden in einem 3-D-Koordinatensystem.
Welchen Winkel o (bzw. m — «) schliessen die beiden Geraden ein?

Lésung von Aufgabe 26.2:

Zunichst die Gleichung der Geraden g¢;:
g1 = { (77 _37 12) +p- ((_37 57 6) - (77 _37 12)) )
€ R}
={(7,=3,12) + 11 - (-10,8,=6) , p € R}

g1 und g, besitzen genau dann einen Schnittpunkt, oder

4 wenn es genau ein Zahlenpaar Ay, o gibt mit
7 —10 2 0
Aufgabe 26.2: Verbindungsgeraden von 5= Ig o _86 - g +hor _71
A=(7,-3,12) und B = (-3,5,6)
sowie von C' = (2,2,2) und
D =(2,0,16)
7T — 100 = 2 + 0-X
-3 + 8. o = 2 — 1- )\0
oder
-3 4+ 8- = 2 — 1-X
12 — 6-pp = 2 + T7-X
oder
—10',LLO — 0)\0 = -5
8- + 1:-X = 5
—6~,u0 — 7)\0 = —10
Dieses lineare Gleichungssystem schreiben wir in der Form
Nr | g9 Ao | rechte Seite || Summe | Regie
(1) |-10 0 -5 -15 |1
2) | 8 5 13 |0 7
3)| 6 -7 -10 -23 1
(4)|-10 0 -15
(5) | 50 0 25 -25 |1
6) 0 0 0 0
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Aus (4) ergibt sich: —10 -y = —5, also pg = &
Aus (2) ergibt sich: 8- 5 + Ay =5, also \g = 1

Damit kann der Schnittpunkt berechnet werden:

2 0 2 0 2
S=12 |4+X| -1 =211+ -1 ]=11
2 7 2 7 9

Nun miissen wir zwei Vektoren @ und b definieren, die die Richtungen der Geraden beschreiben:
Wir wihlen einfach die Richtungsvektoren:
@=(—10,8,6) und b = (0,—1,7)
und setzen o = £(a, b).
Dann ist nach Definition des Cosinus (siche auch REP Seite 139):
cos(a) dob _ (—10,8,—6)0(0,-1,7) _—10-0-8-6-7 =50 _ 1

- @l - 5] 1(=10,8,=6)]-1(0,—1,7)| V200 - /50 100 2

also o = 120° oder a = 60°

Aufgabe 26.3a: Losen Sie das lineare Gleichungssystem

Ty + T T3 — Ty = 1

21 + 5-T9 T-x3 — H-24 = —2

2- r1 — ) T3 + 3- Ty = 4

511 + 2-19 4-x3 + 3-x4 = 6

Losung von Aufgabe 26.3a):

r1 Xy my x4 | TS| D) Regie
(1) 1 -1 -1 1] 1]-2 -2 -5
2 2 5 7T 5] 2| -71]1
@] 2 -1 1 3| 4| 9 1
4] 5 2 -4 3| 6]12 1
(5) 5 03] 491 1
(6) -3 3 5 20 711
(7) -3 1 8 1] 7 1
(8) 21 2 2]-2
(9) 4 5| 3| 2|1
(10) 1] 1] 2

Es gibt genau eine Lésung,
denn auf der linken Seite der letzten Gleichung steht eine Zahl # 0
und auf der rechten Seite steht eine beliebige Zahl.

Die letzte Gleichung (10) lautet: .

Werden nun jeweils die Gleichungen betrachtet, in denen D steht, dann erhélt man:
aus Gleichung (8): —=2-x3+2- x4 = —2, also ,

aus Gleichung (5): 329 —5-23 — 3 - 24 = —4, also ,

aus Gleichung (1): x1 + 29 — x3 — x4 = 1, also .
Die einzige Losung dieses linearen Gleichungssystems lautet daher

I 1

7= N . 3
- T3 N 2
Ty 1
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Aufgabe 26.3b: Losen Sie das lineare Gleichungssystem

Ty + 2- To — T3 = 2
-2 1 + x3 + Ty = 0
r1 + i) + 2 Ty = —1
ry + O - T9 — X3 + 3- Ta = 5

Lésung der Aufgabe 26.3b):

T1 Xy Xz xq | TS| D) Regie
M1 2 1 o] 2 4]1
2] -2 0 1| of o] 1 0 1
@1 1 0 2| 1| 3 1
4|1 5 -1 3| 5|13 1
G)| -1 2 0 1] 2 4
(6) 1 0 2| -1 3 1
7|1 5 0 4| 5|13 1
8)] o 0 3| 1] 7]-2
910 6 0 6| 4|16/ 1
1] o o o o] 2 2

Es gibt keine Losung,
denn auf der linken Seite der letzten Gleichung (10) steht 0
und auf der rechten Seite steht eine Zahl # 0.

Aufgabe 26.3c: Lisen Sie das lineare Gleichungssystem

ry + 3'1’2 — 2'.1?3 - 9'.1?4 = —-35
2 -xry + T + 2 Ty — 15 Ty = —50
—3'ZE1 + 2'1‘2 + T3 + 4'374 = 20

Losung der Aufgabe 26.3c):

To Ty T4 | L.S. > | Regie

-2 -9 -35 421 -2 3
2 -15| -50 -60 1
1 4 20 24 1
6 3 20 24 | 11

-5 23| -85 | -102 5

41 -82 | -205 || -246

N

X1
1]
2
-3

iy
—_ | 1
=l [ P

—_— |~
ot w
NN [N —

6

Es gibt eine einfach (oder mehrfach) unendliche Lésungsschar,
denn es gibt weniger Gleichungen als Variable.

Wir wihlen dann eine der Variablen, in deren Spalte kein D auftritt, als Parameter, hier also
z.B. z4. (Oft wird der Parameter durch A beschrieben, also hier )
Nach Gleichung (6) ist 41 - 23 — 82 - A = —205, also ‘ZL’g =—-5+2-) ‘
Nach Gleichung (4) ist =5 -2 +6-235+3-A =20, also =5 29 +6-(=5+2-A)+3- A =20,
damit ist |23 = —10 +3- A,
Nach Gleichung (1) ist 1 +3 -2 — 2-23 —9- A = —35,
alsozy +3-(—10+3-A)—2-(=54+2-A)—9-A=-35
und damit ‘xl =—-15+4- /\‘.




Windelberg: Mathematik fiir Ingenieure, Kapitel 26 Stand: 18. August 2008 26008

Die Losung dieses LGS kann daher beschrieben werden in der Form

o 1544 _15 4
o | | 10430 ] [ -10 3
=1 = 5420 |5 =5 | T2 2

T4 A 0 1

An dieser Schreibweise ist erkennbar, dass die Losung als Gerade dargestellt werden kann:
Jeder Punkt dieser Geraden ist eine Losung des LGS.

Aufgabe 26.3d: Losen Sie das lineare Gleichungssystem

r1 — ) + x4 = 3
x1 + To — 3- T3 = 6

2 - rT — Ty + rz — Ty = 5
—-r1 + 2 - To — 2 - Ty — X4 = —1
3- r1 + To — 4. Ty — T4 = 13

Losung der Aufgabe 26.3d):

x1 Ty w3 xy | TS| DD Regie
(1) 10 1] 3 4/-1 2 1 -3
21 1 3 0| 6| 5|1
3] 2 -1 1 -1| 5| 6 1
@)1 2 2 -1| -1/ -3 1
B)] 3 1 -4 -1| 13| 12 1
(6) 2 -3 30 113 0 -4
(7) 1 1 3| -1 2|1
(8) 1 -2 0| 2 1
(9) 4 4 4| 4] 0 1
(10) 5 10 0] -10]] 5] 1
(11) 2 0| 2 1 4
(12) 4 8 0| -8 -4 1
(13) 0 0 0] O0f 0
(14) 0 0 0] 0 0
(15) 0 0 0 O0f 0

Es gibt eine einfach (oder mehrfach) unendliche Lésungsschar,
denn auf der linken Seite der letzten Gleichung (15) steht 0,
und auf der rechten Seite steht ebenfalls 0.

Wir wihlen dann eine Variable, in deren Spalte kein D auftritt, als Parameter, hier also xj.
(Oft wird der Parameter durch A beschrieben, also hier A := x3.)

Nach Gleichung (11) ist 9 — 2 - 23 =2, also z9 =2+ 2 - \.

Nach Gleichung (6) ist 2 29 —3- 23 —24 =3, als02-(24+2-A) =3 - A —x, =3

und damit z4, =1 + A.

Nach Gleichung (1) ist 1 — 2o+ 24 =3, alsox; — (24+2-A)+1+ A =3

und damit x; =4 + A.

Die Losung dieses linearen Gleichungssystems kann daher beschrieben werden in der Form

o} | 2420 | | 2 2
e x3 | A | o +A 1
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