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35 Interpolation

Aufgabe 35.1:
Es wird eine aus den drei Punkten Fy = (0,0), £} = (=2, —1), Fy = (0,—2) (n = 2) gegebene
Kurve mit den folgenden Eigenschaften gesucht:
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Aufgabe 35.1: Natiirlicher Spline zwischen den Punkten (0,0), (=2, —1) und (0, —2)

Dabei heisst S natiirlicher Spline durch die Punkte Fy, E; und E5 wird dabei definiert:

S setzt sich zusammen aus zwei kubischen Polynomen &|j,1)(¢) und Z|p 9(¢), wobei

T
y

i1 ()

ist, und es gelten folgende Eigenschaften:

L () = (

[z’,z’+1}(t)> mit i <t<i+1 i€{0,1}

1. Fiir jedes ¢ mit ¢ € {0,1} ist &|};;11](¢) eine kubische ganzrationale Funktion.

2. Die Kriimmung ist am Anfang und am Ende gleich 0,
und in dem Verbindungspunkt F; dndert sich die Kriimmung nicht.

e Die Kriimmung in Ej ist gleich 0.
e Die Kriimmung &dndert sich in dem Verbindungspunkt E; nicht.

e Die Kriimmung in Es ist gleich 0.
3. Die Gesamtkurve hat (zwischen Ey und Fs) keinen Knick.
4. Fiir jedes i € {0,1} liegt E; = (;,y;) auf der Kurve {#|j1)(t);0 <t <1}

5. Fiir jedes ¢ € {0,1} liegt Ej11 = (2i41, Yip1) auf der Kurve {Z]; 9(¢);0 <t < 1}.
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Lésung von Aufgabe 35.1:

Alle Punkte sollen auf einem Spline mit , natiirlicher” Randbedingung liegen, d.h. es soll gelten:
zu je zwei benachbarten Punkten E; und E;;1 mit i € {0,1} werden kubische Polynome

T, (t)  und Yl (1)
gesucht, so daB die stiickweise durch
i) (1) = ( y““iﬂgtg ) mit 1 <t<i+l
beschriebene Kurve folgende Eigenschaften hat:

1. Fiir jedes i € {0, 1} ist Z|;; ;41)(t) ein kubischer Spline,

d.h. es glbt Vektoren a[i7i+1}, b[i,i-‘rl]r 8[2',7;4—1} und d[i,i-‘rl} mit

Z[5,i41)(8) = Aps,i41) + Z—7’[1',z'+1} (=) + gy - (E—0)7 + Ci[i,z‘+1} (t—1)?

fir i<t<i+1 (1)
2. Die Kriimmung ist am Anfang und am Ende gleich 0,
und in dem Verbindungspunkt E; dndert sich die Kriimmung nicht.
e Die Kriimmung in Ej ist gleich 0, d.h.
5[0,1} = 6 (2)

e Die Kriimmung dndert sich in dem Verbindungspunkt E; nicht, d.h.

9 2
@fho,u(l) = @ﬂu,g} (0)
d.h. coat+3- d_[o,1] = (3)
e Die Kriimmung in E, ist gleich 0, d.h.
R dELz] =0 (4)

3. Die Gesamtkurve hat keinen Knick, d.h.
d

d o
Eﬂ[m}(l) = a$|[1,2}(0)

d.h.

-

bjo,1) + 2o +3- d_EO,l] = 5[172] (5)

4. Fir jedes i € {0,1} liegt E; = (x;,y;) auf diesem Spline, d.h.

(0,0) =Ey = Z|j,q1(0) =
(—2, —].) - E1 - f|[172](0) -

5. Fir jedes i € {0,1} liegt E; 11 = (x;41,y:11) auf diesem Spline, d.h.

(=2,-1)=E1 = (1) =djo+ 5[0,1] + Clo,1) + dEO,l]
(0,-2)=Ey = Zluy(1) =dpz+ 5[1,2] + ¢+ &Em]
und damit wegen (6) und
(=2,-1) = 5[0,1} + co) + d[0,1] (8)

(0,-2) (=2,-1) + 5[172] + 19 + d}m] oder (2,-1)= 5[1,2} + ¢+ d{l,2] 9)
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Es gilt also djo 1) = (0,0) nach (6)

und @y o) = (=2, —1) nach

und o1 = (0,0) nach

sowie das folgende lineare Gleichungssystem

rechte

Gl b[O,l} [0,1] b[172] 6[1’2} d[1,2} Seite Regie
3} 0 3 0 -1 0 0,00 |1
4 0 0 0 1 3 (0,0) 1
5 1 3 0 0 0,0 |0 0 0 1
3 1 1 0 0 0 | (-2,-1) 1
9 0 0 1 1 1 (2,-1) 1

5[1,2} = 5[0,1} +3- J[o,l] ‘ aus Gleichung
3 0 3 0 0 0,0 |1 0 1
4 0 0 0 1 3 (0,0) |1
8 1 1 0 0 0 | (=2,-1) 1
9 1 3 0 1 1 (2,-1) 1

iz =3- d[0,1] ‘ aus Gleichungﬂ’

a0 3 0 0 0,00 [0 -1
S 1 1 0 0 0 [(-2,-1) |1
op 1 6 0 0 1 (2,-1) 3

‘ aus Gleichung |Zt’

g 1 0 0 0 [(-2-1)]-3
3 6,-3) | 1

‘ aus Gleichung ”

" [ o J12]] o 0 0 | (20 |

' d{oﬂ =(1,0) ‘ aus Gleichung @”’
also dip 1) = (1,0) und damit boa] = (—=2,—1) — (1,0) = (=3, -1)
und damit dl n,2 = —(1,0) = (=1,0)
und damit ¢y 97 = 3+ (1,0) = (3,0)

und damit by o) = (=3, —1) +3- (1,0) =

Nach ist dann

s = (8)+(
(")

fua® — (

(07 _1)

1 3
<0>-t 0<t<1

1)+<g>-(t—1)2+<_01>-(t—1)3

35003
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Wir erhielten als Ergebnis fiir einen natiirlichen Spline durch die Punkte
EO == (0,0), E1 = (—2, —1) und EQ = (07 —2)

(

0
0

)+

-3
—1

e :

>-t3 fiir 0<t<1

35004

S —2 0 3 —
l’[172](t) = <_1>+<_1)(t_1)+<0>(t_1)2+< 0
Y N/
‘ ' — D= - My X
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Natiirlicher Spline
durch die Punkte
(0,0), (—=2,—1) und (0, —2)
Aufgabe 35.2: Ist diese Kurve eine Parabel?

Parabel und natiirlicher Spline
durch die Punkte
(0,0), (—=2,—1) und (0, —2)

Losung zu Aufgabe 35.2: Eine Parabel durch diese drei Punkte hat als Hauptachse eine
Parallele zur y-Achse, also lautet die Normalform

(W—w)’=2-p-(x—1x)

Es werden also der Scheitelpunkt S = (,,%,) und die Offnung p gesucht, so dass F, = (0,0),
E, = (—2,—1) und Ey = (0, —2) auf dieser Kurve liegen.
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Esist S = (zp,y,) = (-2, —1).

Wenn das nicht direkt ,,gesehen® wird, kann auch gerechnet werden:
(1) | Ep liegt auf der Kurve | y2 = —2-p -z,
(2) | By liegt auf der Kurve | (=1 —y,)>=2-p- (-2 —1,)
(3) | By liegt auf der Kurve | (=2 —y,)> = —2-p- 1z,

aus (1) und (3) also yz = (=2 —yp)% also 3/2 =4+4-y,+ yf, und damit .
eingesetzt in (2) also 0 =2-p- (-2 — ) und damit 0 = —2 — z,, oder .

1
Werden diese Werte in (1) eingesetzt, gilt 1 =2 -p -2 und damit |p = 1

Also lautet die Gleichung der Parabel

(y+172==-(z+2)

1
2

Aufgabe 35.3: Kann eine Ellipse durch eine Bézier-Kurve approximiert werden?
Die Ellipse

1’2 2
1 1.292

soll durch eine Bézier-Kurve dargestellt werden.

=1 (10)

Bézier-Kurve:
Zu vier Kontroll-Punkten Py, P;, P, und P; mit den Ortsvektoren xy, 21, 25 bzw. 23 wird die
Bézier-Kurve mit den Kontrollpunkten Py, ... P3 dargestellt durch

bv)=ap- (1— v +47-3-(1—v)2-v+a5-3-(1—v)-v*+a30° (11)
mit 0<v<1
Dann gilt fiir eine solche Kurve

e Die Bézier-Kurve geht durch die Punkte Py und P;
e Die Bézier-Kurve hat in Py die Steigung Fy, P,

e Die Bézier-Kurve hat in P; die Steigung P, P3

Losung der Aufgabe 35.3
oberer Teil der Ellipse
Es seien

4 4
Py=(1,0,0)  Pi=(15-120,00 P=(-15-1290) Py=(-10,0)

Kontroll-Punkte einer Bézier-Kurve. Die zugehorige Kurve hat dann nach (2) die Gleichung:

1

b(v) = Sl—vP 4| 2120 |3 (1—-0)% v

W I~

2w) = 1-0vPf+3 1-0)2v-3(1-0v) 12— =40 —6-12+1
y(v) = 4-1.29-1—0v)*-v+4-1.29- (1 —0v)-v*=4-1.29-v- (1 —v)
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Diese Kurve ist in Bild 1 fiir 0 < v < 1 dargestellt.

Die Kurve in Bild 1 erinnert an die Form einer Ellipse. Es soll daher gepriift werden, ob diese

Gleichung bereits die Ellipse gut approximiert. Abbildung ?7? zeigt den Vergleich beider
Kurven: Die gestrichelte Linie ist die Bézier-Kurve zu den o.g. Kontollpunkten; sie beriihrt

die Ellipse tangential in den Punkten P,, P3 sowie in (1,0, 0).
Zur Verbesserung der Approximation zwischen Bézier-Kurve und Ellipse konnte die Ellipse in
mehrere kleinere Abschnitte zerlegt werden.

N/ N/
g r 18 CP1> O 18 O
16 16
14 14
—————————————— 1.29
12 e
LA
+ 08
Ellipse \\\
// L o6 \\
l’l r 04 \\w
,’, 02 \‘\
(% 06 T 02 ' Y TN o T 02 ' " os TN
R R
3 L 02 --02
Bild 1: Bézier-Kurve zu den Bild 2: Vergleich zwischen Bézier-Kurve aus
Kontrollpunkten aus Beispiel 1 Beuspiel 1 und Ellipsenbogen

Aufgabe 35.3a): Bestimmen Sie die reelle Zahl v, mit 0 < v,,, < 1, fiir die diese Bézier-Kurve
durch den Punkt (0, 1.29) geht.
1 —
(Losung: v, = 2 denn es ist b(v,,) = (0,1.29)).
-1
Aufgabe 35.3b): Berechnen sie b(l) und bestimmen Sie die ,, Abweichung“ dieses Punktes

von dem ,néchstgelegenen“ Punkt auf der Ellipse.

-

(Losung: Es ist |5(0.25) = (0.6875,0.9675) |.

Aufder Ellipse y = y(x) = 1.29'V1 — 22 ergibt sich y(0.6875) = 0.9368 und damit | Ay = 0.031 |.
2
Aufder Ellipse 7 = z(y) = /1 — (%) ergibt sich £(0.9675) = 0.6614 und damit | Az = 0.026 )
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rechter Teil der Ellipse
Es seien

4 4
Py =(0,-1.29,0) P, = (5, —1.29,0) P, = (5’ 1.29,0) P; =1(0,1.29,0)
Kontroll-Punkte einer Bézier-Kurve. Die zugehotrige Kurve hat dann die Gleichung:

b(v) = (2(v),y(v),0) mit

r(v) = 4--1-v)?v+4-(1—-v)-v°
= 4-v-(1—-v)

y(v) = —1.29-(1-v)*>-1.29-3-(1-v)? v +129-3-(1—v)-v*+ 129>
= 129 -(—4-0°+6-v* 1)

Diese Kurve ist in Bild 3 fiir 0 < v < 1 dargestellt.

Auch diese Kurve erinnert an die Form einer Ellipse. Es soll daher gepriift werden, ob diese
Gleichung bereits die Ellipse gut approximiert. Bild 4 zeigt den Vergleich beider Kurven:
Die gestrichelte Linie ist die Bézier-Kurve zu den o.g. Kontollpunkten; sie beriihrt die Ellipse
tangential in den Punkten P, P; sowie in (1,0,0).

Auch hier wire zur Verbesserung der Approximation zwischen Bézier-Kurve und Ellipse die
Ellipse in kleinere Abschnitte zu zerlegen.

B O oty OR
; ; ; ; | , ; i ; | , ; i ; X ; i X
-08 04 1:0 16 08
RO OR R¢- OF
Bild 3: Bézier-Kurve zu den Bild 4: Vergleich zwischen Bézier-Kurve aus

Kontrollpunkten aus Beispiel 2 Beispiel 2 und Ellipsenbogen
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Didaktische Uberlegungen zur Ellipse und ihrer Approximation

o Wieso stimmen die Bézier-Kurven so gut mit der Ellipse iiberein?
e Woher kommen die Kontrollpunkte?

o Wurden die Kontrollpunkte berechnet? Wenn ja: aus welchen Daten?

Wann stimmen Kurven gut iiberein?

Wie oft sollte die Ellipse unterteilt werden, um eine gute Ubereinstimmung zu erreichen?

Losung fiir die gesamte Ellipse

Die Ellipsengleichung in Parameterform lautet
2(v) = (cos(v), 1.29 - sin(v), 0) mit 0<v<2-7 (12)

Fiir ein vy mit 0 < vy < 2 - 7 ist dann die Steigung einer Tangente an die Ellipse in x(zo)
gegeben durch

2(20) = (—sin(vy), 1.29 - cos(vg) , 0) (13)
Die Ellipse werde in vier Bereiche geteilt:
A: —60° < v < 460° B: +60° < v < +120°
C: +120° < v < +240° D: +240° < v < 4300°
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Ungeloste zusitzliche Aufgaben

Aufgabe 35.4:

Wihlen Sie ,,geeignete” Punkte auf dem Buchstaben ,S“ und erzeugen Sie zwischen aufeinan-
derfolgenden Punkten jeweils einen Spline. Vergleichen Sie anschliessend den Buchstaben mit
Ihrer Kurve, die sich aus den einzelnen Splines zusammensetzt.

Aufgabe 35.5 (Listigkeitskurve):
Aufgrund einer Befragung ergibt sich:

e nach einer (geeigneten oder ungeeigneten Mittelung) fithlen sich 100 Personen durch
einen Nacht-Mittelungspegell) von 60 dB(A) ,nicht gestort®.

e nach dem gleichen Mittelungsverfahren fiihlen sich 100 Personen durch einen Nacht-
Mittelungspegel von 80dB(A) ,erheblich gestort®.

Wir suchen nach einer Lastigkeitskurve:

e auf der y—Achse tragen wir die , Léstigkeitsstufen von 1 (=, nicht gestoért“) bis 5 (=, er-
heblich gestort”) ein

e auf der z—Achse tragen wir die Nacht-Mittelungspegel von 60 dB(A) bis 80 dB(A) ein
e die Listigkeitskurve soll durch die Punkte (60, 1.5) und (80, 4.5) verlaufen

e der maximale Wert der Listigkeitskurve iiber der gesamten x—Achse mit —oco < x < o0
soll y = 5 sein

e der minimale Wert der Listigkeitskurve iiber der gesamten x—Achse mit —oco < x < o0
soll y =1 sein

e die Listigkeitskurve soll von der Form ,,arctan sein
Geben Sie eine Gleichung dieser Listigkeitskurve an.

Aufgabe 35.6: Kurvenquietschen-Kurve in Abhéingikeit vom Kurvenradius
Aufgabe 35.7: was bedeutet Abweichung? in linearer Regression oder fiir Parabeln?

Dder Nacht-Mittelungspegel wird ermittelt wie die ,,mittlere“ Temperatur, die ein Mensch erlebt, der seine
linke Hand in 100° C' heisses Wasser und seine rechte Hand in 0° C' kaltes Wasser hilt: die mittlere Temperatur
sind 50° C' - also ist dieser Zustand ,ertréglich“
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