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1 Problem

Es sei ein ,,schmaler® Spalt zwischen zwei Materialien durch ein Lotmittel zu fiillen. Dazu
eignet sich ein Werkstoff, der (z.B. in fliissigem Zustand) zwischen diese beiden Materia-
lien gegossen werden kann und der dann beim Erwérmen diese verbindet.

Der Werkstoff soll als Mischung aus drei Werkstoffen Wy, W5 und W3 bestehen, um eine
moglichst ,,dichte“ Masse zu bilden. Die drei Werkstoffe WW; sollen jeweils aus kugelformi-
gen Teilchen mit dem Radius r; (fiir ¢ € {1,2,3}) besteht und 1 > ro > r3 ist.

Fiir die Modellierung geniigt es, nur zwei Werkstoffe W; und W5 zu betrachten. Dazu
stellen wir uns vor, dass ein Raum gefiillt ist mit Kugeln aus dem Werkstoff ;. Die

Dichte ist dann bekannt: BLQ ~ T74%. Der Werkstoff wird hier modelliert als Mischung

aus drei Werkstoffen Wy, Wy und W3, wobei der Werkstoff W; aus kugelférmigen Teilchen
mit dem Radius r; (fir i € {1,2,3}) besteht und r; > ry > r3 ist.

2 2-D-Modellierung

Wir betrachten zuéchst ein zweidimesionales
Modell, in dem 3 Kreise, jeweils mit einem
Radius r1, den Querschnitt von 3 Kugeln
reprasentieren.

Je zwei dieser Kreise beriihren sich

(siche Bild 2.1).

Die Kreismittelpunkte sind durch

M, fiir den blauen,

M, fiir den roten

und M, fiir den griinen Kreis

bezeichnet.

Der Radius jedes dieser 3 Kreise sei 71;
Die Seitenldnge jeder der 3 Dreiecksseiten
betréigt daher 2 - ry.

tetra30.bas

Bild 2.1

Bild 2.1 zeigt die ,,Grundflache” der 3 Kugeln eines Tetraeders aus 4 Kugeln mit Radius
ry, die zu einer dichtesten Kugelpackung des Raumes mit Kugeln dieses Radius r; ent-
stammen.

Ein beliebig vorgegebener Raum lésst sich durch ein System von Kugeln fiillen.

Wir méchten nun wissen, wie ,,dicht* das Innere des Dreiecks durch die drei Kreisflachen
bedeckt wird.

Das Innere des Dreiecks hat die Fliche F' mit ,F = Grundlinie - Hohe / 2¢.

Wir nehmen an, jeder der Kreise habe den Radiuns 7. Dann hat jede Dreiecksseite (und
damit auch die Grundlinie) die Lénge 2 - 1, und die Héhe h ist nach Pythagoras
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I+ h*=(2-1)% also h=vVi—1-1=+V3-1r

Dabher ist

F = Grundlinie - Héhe /2 = 27, -v/3 -7, /2 = /372

2.1 Dichte der Packung durch gleichgrosse Kreisflichen

Von jedem der drei Kreise ist jeweils ein Kreissektor von 60° innerhalb des Dreiecks mit
der Fliche F, also insgesamt ein Kreissektor von 3 - 60° = 180°.

Da ein Vollkreis mit 360° und Radius 7 eine Fliche von 7 - 77 bedeckt, fiillen hier die drei

Kreissektoren eine Fliche von £ - -2

Dreiecksfliche F'; gefiillt mit 3 Kreissektoren von jeweils 60°.
,Dichte“ innerhalb der Dreiecks nach Bild 2.1

1 2
_ Fliche der 3 Kreissektoren . 277" __ _©
D(21) =" Hiche F des Dreiecks V3rd 243 ~ 0.9069
2.2 Verfeinerung 1
/ Wir betrachten ein Koordinaten-

' system: Der Mittelpunkt des blauen
I Kreises sei | My, = (—r1,0)
der Mittelpunkt des griinen Kreises
sei | My, = (r1,0) |
Der Mittelpunkt M, des roten Kreises
ist dann | M, = (0,71 - v/3)|.
Nun soll die Flédche zwischen den
Bild 2.2: tetradlbes 3 Kreisen durch einen Kreis Ky
Kreis um M, mit einem Radius r4 mit ry < 7y
innerhalb des Dreiecks (M, M,., Mg) moglichst dicht gefiillt werden.

I

Wir suchen daher den Radius r4 (und einen Mittelpunkt My = (0,y,)) fiir einen Kreis
Ky, der zwischen den drei Kreisen

Ky o= {(z,9); (@ +r)* +y* =12} (blan),
Ky :={(z,y); (x —r1)> +y* =’} (griin) und

K, ={(@,y)a* + (y = 11 - VB)* =i} (rot)
liegt und diese beriihrt (siehe Bild 2).
Fiir den Mittelpunkt M, des Kreises gilt (unter Verwendung des Punktes M, ):

My = (z9,72) mit zo=0und y3 =7, -3 -1 — 1y
Daher kann r, bestimmt werden:
ro=r1V3—ri—yo =11 (V3-1)—p
Nach Pythagoras gilt fiir das rechtwinklige Dreieck (M, Ms, (0,0)):
r 4y = (4 )
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also wegen 1, = 71 - (V3 — 1) — 1y
2
T12+ <7”1 . (\/§— 1) —T2> = (7’1 —|—7”2>2
und daher

ri-(2—v3)-V3
3

~0.1547 71| wd |F, =773 =~0.0752 1}

9 =

2.2.1 Verdichtung der Packung durch Verfeinerung 1

Wir konnen nun daher die Dreiecksflache aus Bild 2.1 verdichten, indem wir zwischen die
drei Kreissegmente noch einen Kreis K5 legen (wie in Bild 2.2). Dadurch erhoht sich der
Flacheninhalt der Packung um den Flédcheninhalt F5.

Es gilt in Bild 2.1 fiir den Fliacheninhalt des Dreiecks F' = = - (2-77) -7y - V3 =vV3r2

Daher ist die Dichte D5 bei der Verfeinerung 1:

N | —

Dreiecksflache F', gefiillt mit 3 Kreissektoren von jeweils 60° und 1 Kreis Ky
Kreisfachen-Dichte innerhalb des schwarzen Dreiecks

D(22) = Flache der 3 Kreissektoren+Kreis Ky 7ri242.7r3

Flache F' des Dreiecks T 2/342
Wegen 1,2 = (27;)/5)2 - 112 ist daher
2 2
. r24+2-r3 ) 7’12+2'7(27;,/§) 2 . 7?%2.(237\6) . 3+2-2—Vv3)®
D(22)=m N N =T —im— =7 o3~ 0.9503

2.3 Verfeinerung 2

Hier bestimmen wir drei Kreise,
jeweils mit einem Radius r.r1,

~/ wobei 14 so gewahlt werden soll,
@ dass die Fliche zwischen den drei
C) Kreisbogen ,,moglichst gut® ausgefiillt ist.

In Bild 2.3 sind zun&chst
nur 2 Kreise eingezeichnet.

Im Ergebnis sollte gelten:
Es gibt einen Radius 75, so dass die

Bild 2.3: Zwei Kreise in der Fléache zwischen den 3 Kreisbogen durch
Flache zwischen den 3 Kreisbogen 3 Kreise mit Radius r5 optimal (dh
ohne Uberschneidungen) dicht gefiillt ist.

M, rd=rl/12 tetrabd.jpg BSI’ tetrab4.bas M,

Der Radius r4 der beiden Kreise in Bild 2.3 ist willkiirlich gewé&hlt.
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2.3.1 optimale Positionierung eines Kreises mit Radius r,

In Abhéngigkeit von einem Radius r4 suchen wir den Mittelpunkt S = (2(4,g), Y(a,0))
eines Kreises K4 ) mit dem Radius ry, fiir den gelten soll:
Der Kreis K4 ) mit dem Mittelpunkt S liegt
zwischen dem blauen, griinen und roten Kreisbogen
und beriihrt den blauen und den griinen Kreis
Daher muss gelten:
(a) S liegt auf einem (diinnen, blauen) Kreis um M, mit Radius r; + r4
(s +71)* +ys® = (11 +74)°
(b) S liegt auf einem (diinnen, griinen) Kreis um M, mit Radius 1 + 74
(5 =) +ys® = (11 +14)?
(siehe Bild 2.4).
Da (a) und (b) gleichzeitig gelten, folgt z¢ = 0. o
Dann ist also 2 + ys2 =(r; + r4)2 _,/
und damit yg = \/2 STy Ty T2,
S = (0,yg) ist dann der Mittelpunkt ,
eines Kreises Kg mit dem Radius 7y,
der den blauen und den griinen
Kreisbogen beriihrt.

5]

Bei der Wahl von 74 fiir dieses Bild gilt T B N
itzlich, dass der Kreis die eingezeichnete e B=tnd

ZU§atZ11C ) g Bild 2.4: Der KreiS'Mittelpunkt g

Mittelsenkrechte zu M, und M,

ist Schnittpunkt der beiden diinnen Kreisbégen
(jeweils mit Radius rq + 74).
(in der Zeichnung ist r; = 400 und r4 = 40. 4082)

beriihrt.

Der Kreis Kg um den Punkt S mit dem Radius r, hat die Gleichung
Ks={(z,y) € R®; 2° + (y — ys)* = s’}

Die in Bild 2./ eingezeichnete Mittelsenkrechte zu M, und M, bezeichnen wir mit M,,;

sie ist definiert durch die beiden auf ihr liegenden Punkte

M, =(r,0) und By = (—%-7“1, %\/grl)

Mbr:{<x7y>;y=—§<x—m}:{<r1,o> t(-3.V), 050 5n

a) (r1,0) liegt auf My, = {(x,y) pY = (x —7) ¢, denn & = 7y liefert y = 0

\&w—/

1

b) (_%7% . \/3) -7y hegt auf My, = {(1‘ y) Yy = (.CC—T'l)}, denn z = —5°" liefert

Z/Z%'\/g-rl
c) (r1,0) liegt auf My, = {(r1,0) +¢-(=3,v3),0 <t < 571}, denn t = 0 liefert (r1,0)
d) (—3,3-V3) -7 liegt auf My, = {(r1
(r1,0)

+t-(—3,\/§),0§t<1 7'1} dennt— -1 liefert
1
71,0 +*-T1‘(—3,\/§):(—§, .

)71

0
ﬁ
2
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Wir suchen den Abstand dp, zwischen S und dem dem Fuflpunkt des Lotes von S auf die
Mittelsenkrechte M,,., denn dieser Abstand ist der Radius fiir den roten Kreis um S, wenn
dieser die beiden weiten Kreise um 7" und um U beriihren, aber nicht schneiden soll.

Dazu bestimmen wir den Fusspunkt F}, der Lotes von S auf M,,.
Da M,, die Steigung my, = _\/?g besitzt, hat das Lot L die Steigung m = % =/3.
Da dieses Lot L durch S = (0,) gehen soll, muss gelten

P (PPN
Der Schnittpunkt (z,y.) dieses Lotes L mit der Mittelsenkrechten M, ergibt sich aus

\/§-$L+a=—\/?§-(xL—r1)

und damit

-(Tl—\/g-a , \/§-r1+a>

Der Abstand zwischen S = (zg,ys) = (0,a) und Fy, soll dann als Radius r5 des optimalen
Kreises festgelegt werden:

AN

Fr, = (IL‘L,yL) =

d*(Fp,S) = (zp—x5)* + (yr —ys)?

— (i-(rl—\/@a)—o>2+(i'(\/g'rﬁra)—@y

1

= E-([rl—\/g-a]2+[\/§-r1+a]2>—2
1 1 1

= Z—l~(r12+a2)—§-\/§-r1'a+§'a2

1
-Z-(\/g-r1+a)-a+a2

Mit a = /2 - ry - r4 + 742 suchen wir ein b mit

1
Ty = —

b

und erhalten die folgende Gleichung;:

1 1
Z.b2+z-(2~b+1)—§-\/§~b.\/2.b+1—1:0

Diese sollte nach b aufgelost werden, um den Kreisradius 74 mit Hilfe der Bedingung

ry = 5 zu bestimmen.

Dabei ergibt sich:

b = 9.898899, also r4 =

T1
9.898899
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3 Ergebnis

3.1 2-dimensionale Losung

Tetrass0.bas M My TI=400  Tetrab5hipg By Tetra555 bas M,

M, TI=400 tetrabsoipg B
4=40.4082 A=ig4 r4=40.4082

tetra30.bas

Kreisradius r; Kreisradius r4: 1 Kreis Kreisradius r4: 3 Kreise

in den Zeichnungen ist 7, = 400 und 4, = 40.4082) Im 2-dimensionalen wére es sinnvoll,
1. Kreise vom Radius r; = 100 zu nehmen
2. weitere Kreise vom Radius 9 = 10 und
3. Kreise vom Radius r3 = 1 zu wéhlen.

Zu jeweils 3 Kreisen vom Radius r1 gehoéren dann 3 Kreise vom Radius 7y

3.2 Versuch einer L6sung in 3 Dimensionen

Im 3-dimensionalen betrachten wir zunéchst einen Tetraeder. Die Seitenldnge sei 2 - ;.
An seinen 4 Ecken befindet sich jeweils eine Kugel vom Radius ry. Das Tetraeder hat 4
yoeiten®, von denen jede durch 3 Kugeln mit Radius r; begrenzt ist. Jede dieser Seiten ist
wie eine Ebene zu betrachten, d.h. jede Seite ist auch eine Seite eines weiteren Tetraeders.

Das ,erste Tetraeder habe die Ecken
A, B, C und D

mit den 4 Dreiecks-Flachen
ABC, ABD, BCD, CAD

Zunichst wird zu der Fliche CAD ein ausserhalb des Tetraeders liegender Punkt £ kon-
struiert:

Anzahl Punkte | grosse | kleine (zusétzliche)
Tetraeder | (zusétzlich) | Kugel | Kugel Fléche
1 ABCD 4 9| ABC, ABD, BCD, CAD

2 B )

(Fortsetzung wird bearbeitet)



